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Memoire sur la theorie generale des polaires reciproques; 
pour faire suite au M&moire sur les centres de moyennes 


harmonıques*). 


Lu ä l’acad«mie royale des sciences de Paris, le 12, avril 1824, et approuv& le 18. fevrier 1823, 
par une commission composce de MM. Legendre, Poinsot et Cauchy, rapporteur. 


(Par Mr. J. F. Poncelet, Capitaine au corps royal du Genie **).) 


Introduction, 


Dans un precedent Memoıre sur les centres de moyennes har- 
moniques, annonc& que la theorie des polaires r&eciproques 
etait susceptible d’une extension telle, qwau simple enonc& d’une propo- 
sition sufisamment generale de l’etendue, elle permet d’en assigner, sur 
le champ, une autre toute diffErente et toute aussi generale, a moins ce- 
pendant que la proposce ne soit elle m&me sa recıproque, ce dont ıl y 
a des exemples. J’ai ajoute qu’a l’exception de quelques principes clc- 
mentaires, je n’avais donne& jusqu’ici qu’une id&e tres imparfaite de cette 
theorie, soit dans le Traitd des propriedtdcs projectives des figu- 
res, soit dans le tome VIII. des Annales de mathämatiques, n’y 
ayant en effet simplement qu’eflleurd le cas de l’espace, et m’ötant con- 
siamment borne aux relations purement descriptives des figures; enfin 
jai annonce que cette theorie &tait indispensable pour dtablir certaines 
propositions qui doivent entrer dans la partie de ces recherches relati- 
ves aux courbes et aux surfaces gdometriques en general, Je me pro- 
pose icı de reprendre cette thcorie et de lui donner toute l’etendue et 
tous les developpemens ndcessaires pour en constituer un veritable corps 


de doctrine, qui puisse se sufüre A lui m&me. 


*) On trouve ce dernier m&moire tome Ill. cah. 3. pag. 213. de ce journal. 
Note du redacteur. 


”") Il s’est Eleve sur ce memoire une discussion entre son Auteur et Mr. Gergonne, redac- 
teur des annales de mathematiqnes ä Montpellier, qu’on irouve dans le tome XVIIT. de ces anna- 
les. Le redacteur du present recueil est absolument etranger celte Jiscussion, et il declare haute- 
ment qui) n’a pas le but d’y eutrer d’ancune maniere par la publication du memoire en question 


que son respeclable auteur ui a bien voulu cunfer, Note du redacteur, 
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Vu son ımportance et son utıliıtc generale dans toutes les questions 
et recherches geometriques, et ayant d’ailleurs le dessein de reunir, par 
la suite, et de faire paraitre sous un m&me titre les differens M&moires 
de Geometrie que je me propose de rddiger successivement, je n’ai pas dä 
craindre de revenir sur le petit nombre des principes deja exposds dans 
les ouvrages cites prec&demment, et de m’appesantir sur ceux qui ne se- 
raient point encore connus ou qui pourraient presenter quelques difhcultes a 
etre saisis par le grand nombre des lecteurs; jai m&me fait suivre chaque 
theorie particuliere de plusieurs exemples qui, bien que des consequences 
fort sımples de ces thcories, n’en sont pas moins tres propres ä les eclai- 
rer et a en montrer l’esprit et la fecondite; jose donc esperer que l’aca- 
demie ne jugera pas trop severement le resultat de mon nouveau tra- 
vaıl, et qu’elle voudra bien excuser des details et des developpemens ne&- 
cessites par la nature du sujet et par le but particulier que je cherche 
a atteindre. 

Pour donner une idee tant soit peu generale de lobjet que je me 
propose et des principes qui m’ont dirige, ıl est necessaire de rappeler 
que le pöle et la polaıire d’une section conique, ne sont autre chose 
que le sommet de l’angle circonscrit a une telle courbe, et la di- 
rection ind£finie de la corde de contact des cötes de cet angle; tan- 
dis que, pour la surface du second ordre, le pöle et le plan polaire 
se confondent respectivement avec le sommet du cöne circonscrit 
ä cette surface et avec le plan indefini du contact de ce cöne. 

Cela pose, considerons d’abord une figure quelconque sur le plan 
d’une section conique prise pour auxiliaire: on demontre aisement que, 
si un certain point se meut sur une ligne droite de la figure donnee, la 
polaire de ce point pivote sur la pöle de cette droite, et reciproquement; 
or de la on conclut plus generalement que, si ce m&me point est assu- 
jettı A decrire une courbe quelconque, sa polaire en enveloppera une au- 
tre ayänt, ä son tour, la premiere pour enveloppe des polaires de ses dıf- 
ferens points; de sorte qu'on peut dire de ces deux courbes, qu’elles sont 
polaires r&ciproques A l’egard de la section conique auxiliaire. Substi- 
tuant donc ainsi ä chaque point, chaque droite, chaque courbe de la 
figure proposee, la droite, le pöle et la courbe qui leur appartiennent, on 
formera une nouvelle figure qui, elle-m&öme, pourra s’appeler la polaire 
r&ciproque de la premiere, et sera tellement lide avec elle que, d’a- 


: 
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pres la theorie ordinaire du pöle et de la polaire simple, les relations 
descriptives ou de situation de l’une, pourront se traduire imme- 
diatement en des relations pareilles de l’autre. 

C’est ä montrer l’espece de reciprocite qu’ont entre elles les deux 
figures dans differens cas, et relativement aux diverses positions des points 
et des lignes, que j’ai consacr& la premiere partie de ce Memoire. 

Ainsi, par exemple, jy examine l’esp@ce de relations que conser- 
vent entre eux deux polygones r&ciproques polaires sur le plan d’une sec- 
tion conique, et je determine le degre et les affections generales qui ap- 
partienent aux courbes polaires qui peuvent Ötre considerdes comme les 
limites de ces polygones etc- Au surplus, je le repete, j’avaıs deja ex- 
pos&e les el&mens de cette theorie dans un article insere au tome VII. 
des Annales de mathematigques, annde 1818, en montrant, par 
quelques exemples, tout le partı qu’on en pouvait tirer pour la recherche 
des proprietes generales des figures, et j’y suis revenu avec plus de de- 
taıls dans le Traıt€ des proprictes projectives, dont les sections 
I. et Ill. contiennent un grand nombre d’applications tres remarquables 
et tr@s propres montrer lımportance et de ce genre de sp£- 
culatıons. 

Pour passer du cas du plan ä celui de l’espace, ıl suffit de substı- 
tuer une surface du second ordre quelcongne A la section conique auxi- 
haire, et de remplacer la polaire par un plan: observant ensuite, avec 
MM. Monge, Livet et Brianchon, que quand un point ou pöle est as- 
sujetti a demeurer sur un plan ou sur une droite donnde, le plan polaire 
de ce point pivote luı m&äme sur le pöle du premier plan, ou sur une 
droite qu’on peut nommer la polaıre de la premiere droite, et r&cıpro- 
quement, on e&tablit aisement la definition et les principales relations de- 
scriptives des figures rectilignes et poly&drales, qui sont polaires r&cıpro- 
ques dans l’espace, par rapport a une surface quelconque du second ordre 
prise pour auxiliaire: or, de la on passe immediatement, par la loı de 
continuitc, aux courbes a double courbure, aux surfaces developpables et 
aux surfaces quelconques qui sont r&ciproques polaires dans l’espace, et 
peuvent &ire considerees comme les limites respectives des figures recti- 
lignes et polyedrales dont il s’agit. 

MM. Livet et Brianchon avaient deja recherche (13. cabier 
du Journal de l’Ecole Polytechurque), quelle etait lenveloppe des 

1* 


| 
[3 


4 1. Poncelet, Memoire sur la theorie gendrale des polaires rdciprognes. 


plans polaires d’un point assujetti a demeurer constamment sur une courbe 
a double courbure ou sur une surface donnde, et ıls avaient facilement 
reconnu, par lanalyse algebrique, que c’etaıt, dans le premier cas, une 
surface döveloppable qui se reduit a un cöne lorsque la courbe proposcde 
est plane, et, dans le second, une surface quelconque a deux courbures, 
susceptible d’&tre engendree par une droite en m&me tems que la pro- 
posce. Mais ces habiles geometres n’ont pas recherche quelle espece de 
relations et de reciprocit@ ont entre-elles la figure primitive et sa de- 
rivee; et, A lexception du cas particulier ou la surface directrice est du 
second ordre, ou se reduit A une section conique, ils n’ont point deter- 
mine le degre de la surface polaire: or c’est ce que j’aı etablı generale- 
ment dans la seconde partie de ce me&moire, et par les seuls principes 
de la geometrie rationnelle, en montrant de plus, que l’enveloppe des 
plans polaires d’une surface donnee est, en m&me tems, le lieu des 
pöles des plans tangens de cette surface; de sorte qu’elles jouissent 
de relations descriptives entierement reciproques a l’egard de la surface 
du second ordre qui sert d’auxiliaire, remarque quı seule suflit pour ju- 
stihier Tepithete de polaires r&ciprogques que je leur aı applıqude. 

Jexamine, au surplus, les principales relations descriptives qui 
peuvent appartenir ä la surface primitive et a sa derivee, et je mets 
ainsı le lecteur en &tät de traduire, sur le champ, toute propriete de 
situation, relative a une figure quelconque donnde, en une autre essen- 
tiellement distincte et applicable a la figure quı en est la r&ciproque po- 
laire. Cest ce que je demontre par lapplication a plusieurs theoremes 
particuliers qu'il serait, je crois, dificile d’etablir de toute autre maniere. 
Parmi ce theoremes, je me contenterai d’indiquer ceux qui concernent 
lintersection plane des nappes de developpables circonscrites a deux sur- 
faces quelconques du second degre, et le lieu de tous les autres de sur- 
faces du möme degre, qui sont tangentes a la fois a huit plans donnes 
quelconques etc. 

Ce qui precede concerne uniquement les relations purement de- 
scriptives, et, parmi ces relations, celles qui n’ont traıt qu’ä la direction 
indefinie des lignes et surfaces, sans egard A aucun rapport de grandeur; 
or jai consacre les trois dernieres parties du m&moire A examiner quelle 
espöce de modifications doivent &prouver, dans le passage de la figure 
donnee ä sa polaire r&ciproque, soit les relations d’angles et de 
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lignes trıgonome&triques, soit les relations m&triques entre les 
sımples distances: jaı trouve que, quand ces relations sont de la nature 
de celles que j’aı nommees ailleurs projectives, la traductiön pouvait 
toujours avoir lieu de l’une l’autre figure, et indique les moyens 
de l’op£rer, dans tous les cas, par une substitution de mots et de lettres 
a la place les uns des autres, qui se reduit a une sorte de mecanisme. 
Ainsi, non seulement on est en &tat de d@couvrir, par la theorie des po- 
laires r&ciproques, de nouvelles propridtes descriptives des figures, ä l’aide 
des descriptives deja connues et ctablies par les geomätres, 
mais on peut en faire tout autant pour les relations metriques entre les 
angles, et pour une classe tres &etendue de relations pareilles entre les 
simples distances, puisqu’elle comprend comme cas particuliers, toutes 
celles de la Theorie des transversales et de la Geometrie de 
la regle. 

Je ne dirai rien d’ailleurs des applications que j’aı faites de ces 
preceptes generaux a la d&monstration ou la recherche des theor&mes 
concernant les angles et les distances de certaines figures; je feraı seule- 
ment remarquer que, loin d’avoir &Epuise le nombre des applications par- 
tıculieres et m&me des principes, je me suis constamment attache aux 
plus sımples et aux plus utiles d’entre eux, me contentant fort souvent, 
d’en indiquer la häte autres, comme exercices, ou parcequ'ils 
me paraissaient dignes de fixer lattention des geometres. On verra en 
effet que la mine est d’une richesse pour ainsi dire intarıssable, et que, 
sı l’on voulait seulement citer ou &@noncer les theor&mes de geometrie 
quı peuvent decouler da la theorie des polaires r&eciproques, par sa simple 
application aux propositions deja connues, il faudraıt y consacrer des vo- 
lumes entiers et un tems considerable. 

Je crois devoir prevenir, avant d’entrer en matiere, que je conti- 
nuerai ici lordre de numerotage adopte, dans mon pröcedent me&moire, 
pour les figures et les articles, de sorte que celui-cı doit en &tre consi- 
dere comme la suite. 
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Theorie generale des polaires reciproques. 


La theorie des polaires reciproques se rattache, de la maniere la 
plus intime, a celle du centre des moyennes harmonigques, dont 
nous avons les principes dans notre pr&cedent M&emoire: dest ce 
qu’on a pu voir par ce que nous en avons deja dit dans le Tome VII. 
des Annales de mathematiques, et dans le Traite des proprie- 
Ies projectives des figures; mais, avant de l’exposer dans toute la 
generalite qui est propre, nous croyons necessaire de r&eunir sous un 
me&me point de vue, et de resumer en peu de mots, les differentes no- 
tions et definitions ctablies aux endroits cites, de maniere A arriver, par 
une marche ä la foıs claıre et rapide, aux nouveaux principes qui font 
l'objet de ce M&moire; et, afın d’aller du simple au composd, nous com- 
mencerons par le cas facile ou les objets de la figure sont situes dans 
un seul et möme plan. 


Des figures polaıres r&eciproques dans un plan. 

55. Supposons que, d’un point quelconque P (Fig. 20.) pris sur le 
plan d’une ligne du second ordre, on mene une suite de droites telles 
que SB, rencontrant respeclivement la courbe en deux points 4 et B; 
puis qu’on determine (4. et 7.), sur chacune d’elles, le centre () des mo- 
yennes harmoniques des points /, B par rapport au pöle commun P 
des rayons vecieurs, pris pour origine des segmens harmonigques, tous les 
centres pareils seront, comme on saıt, situes sur une seule et m&me 
droite ou polaire ZZ‘ que, d’apres nos pr&cedentes definitions (42.), nous 
pourrions aussi nommer l’axe des moyennes harmonigques de la 
courbe relativement a l'orıgıne commune ou au pöle P, qui, a son tour 
pourrait sappeller le centre des moyennes harmonigques de la 
courbe relativement a la droite dont il s’agit, prise pour axe des origı- 
nes harmoniques, puisque la relation P4:PB::Q04:0B qui he lorıgıne 
P au centre () des moyennes harmoniqgues de chaque transversale, est 
reciproque entre ces points. 

Pour justitier, sur le champ et a priorı, ces definitions, ıl sufht 
de remarguer que chaque transversale PB, mende par le point fixe P, 
ne renferme qıwun seul centre () des moyennes harmoniques, et que ce 
centre ne peut jamais se confondre avec le point P, quelle que soit la 
position de la transversale mobile; de sorte que le lieu des points () est 
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necessairement du premier degre, c’est-äA-dire une ligne droite (Pro- 
prietes projectives, Sect.IV. No. 539.). 

Remarquons d’ailleurs, pour completer ce rapprochement, que la 
polaire ZZ‘ d’un point P n’est autre chose que la direction inde- 
finie de la corde, reelle ou ideale, qui joint les points de eontact 
T, 7’ des tangentes a la courbe, issues de ce point, et (1.) ique cette 
polaire s’eloigne aA l’ınfirı, ou se change en un diamöätre de la 
section conique, selon que le pöle lu m&me se confond avec le cen- 
tre de cette section conique, ou s’eloigne ä linfini sur son plan; de sorte 
que le pöle d’un dıam£tre est ä l’infini sur le diametre con- 
jugue, et le pöle de toute droite ä l’ınfini se confond avec 
le centre m&me de la courbe. 

56. Cela pose, considerons quelque part sur le plan de la section 
conique proposee, un nouveau point quelconque >, servant de pöle aux 
secantes ou transversales rectilignes @b de la courbe; ä& ce pöle corres- 
pondra la nouvelle polaire Z£’ rencontrant en () la premiere, et, pour 
les transversales JP, ()p qui y passent, le point () sera a la fois le cen- 
tre des moyennes harmoniques des cordes /B et ab determinees 
par ces transversales, et cela par rapport aux pöles respectifs /? et p 
Mais les points Q et P, Q et p sont r&eciproques entre eux d’apres la 
relation qui les definit: donc le point Q peut, A son tour, &tre considere 
comme le pöle de la droite PP», puisque les points P et p suflisent pour 
la determiner completement; cest-a-dire que cette droite est la po- 
laire de () par rapport a la section conique, comme la droite ZZ” Vest 
deja relativement au point P. Or de la resulte ce theor&me qui sert de 
base a tout ce qui va suivre: 

Si un certain point Pest situe sur une droite Pp tra- 
cee dans le plan d’une section conique quelconque, sa p0- 
laire TT' passera ndcessairement par le pöle () de cette 
droite et r&Eciproquement. 

57. Le point P etant le pöle de 77”, comme le point Q est le 
pöle de Pp, le syst&me du point P et de la droite P» qui le renferme, 
et le systeme du point Q et de la droite ZZ”, defini par le premier, de- 
vront jouir de proprietes reciproques a legard de la section conique 
auxiliaire ou directrice; co’est pourquoi on peut dire que ces syste- 
mes sont polaires r&eciproques lun de l’autre. 


; 


“ 


we 
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58. Considerons, sur le plan d’une section conique quelcongue 
(Fig. 21.), deux droites arbitraires ZB et AC se rencontrant en 45 soil 
P le pöle de BD, et P‘ le pöle de 40; d’apres ce qui precede, la po- 
laire de 4 devra renfermer ä la fois les points P et P/, c’est-ä-dire que 
PP’ est cette polaire. D’un autre cöte, le systeme du point 4 et de AB 
est reciproque de PP’et P, comme aussi le systeme de 4 et AC est re- 
ciproque de PP’ et P/; donc on peut dire ‘que le systeme de B4C, tout 
entier, est r&ciproque polaire de P, P' et PP’. ID est evident dail- 
leurs que si, aulıeu des deux droites indefinies 4B et 4C et de leur point 
de rencontre -/, nous avions“consider@ primitivement le systeme des deux 
points P, P’ et de la droite PP’ qui les renferme, nous serions arrivds aux 
mäömes consequences. 

Enfin on voit pareillement que „le systeme d’un nombre quelcon- 
que de droites ZB, AC, AD, ...., situces dans le plan d’une section co- 
nigue, et qui convergeraient en un point 4, aurait pour 
rcciprogue polaıre un systeme pareil de points P, P',.... 
ranges sur une möme droite PP’ polaire de 4.” 

59. En general, un sysieme de 7 droites quelconques tracdes 
dans un plan, a pour reciproque polaire un systeme pareil de points en 


nombre egal, et les m peints d’intersection de ces droites, prises 


m . . 
deux a deux, sont remplacds par les m. ) droites ou distances qui 


joignent aussi deux a deux leurs pöles respectifs; de telle sorte qu'il pas- 
sera autant de ces distances par Yun queleonque de ces pöles, que dans 
la figure primitive, ıl y a de points dintersection sur la polaire cor- 
respondante ü ce pöle, c’est-a-dire m —1. 

Ainsi „les 72 droites du premier systeme et leurs intersections 
respeciives, ont pour r&Eciproques polaires le systeme d’un egal nom- 
bre de points r&unis, deux ä deux, par les lignes droites ou distances 
ind£finies quı leur appartiennent; et, vice versa, ce dernier systöme 
a pour reciproque polaire le premier.” | 

Eonfin, puisque les points dintersection des droites de celui-cı 
sont les pöles respectifs des distances de l’autre, „les droites ou diago- 
nales qui joignent ces points deux ä deux, ont, A leur tour, pour reci- 
progues polaires les intersections correspondantes de ces mömes di- 
stances prolongees;” telle est done lespece de relation graphique qui sub- 
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siste entre une figure plane rectiligne et sa polaire recıproque a l’egard 
d’une section conique quelconque. 

60. Considerons, par exemple, quelconque des polygones 4B DE 
(Fig. 22.), formes par le systeme des droites proposces; ses cötes Ab, 
BC, CD, .... ayant pour pöles respectifs les points a, b, c, d, e, ses som- 
mets D, .... 4 auront pour polaires respectives (38.) les droites ab, 
be, cd,.... ae qui joignent, deux d& deux, consecutivement les pöles 
dont il s’agit, et forment par consequent le polygone a, db, c,d,.... 
qu’on peut nommer le polaire r&ciproque du propose. 

En effet, d’apres ce qui precede, les cötes et sommets de celui-ci 
auront ä& leur tour pour pöles et polaires, les sommets et cötes respectifs 
du premier, et la mäme relation de reciprocit© aura lieu entre les 
points de rencontre des cötes et les diagonales de ces polygones, 
a legard de la section conique auxiliaire; c’est-a-dıre que les diago- 
nales et les points de rencontre des cötes de lun auront recipro- 
quement pour pöles et polaires respectifs les poınts de rencontre 
des cötes de lautre et ses diverses diagonales. 

D’apres cela on voit, entre autre, que sı certains points de ren- 
contre des cötes de l’un des polygones etaient situes en ligne droite, 
les diagonales qui leur correspondent dans l’autre, concourraient (58.) 
en un m&me point, pöle de cette droite et vıce versa. 

61. Supposons maintenant que l!’on coupe par une droite ou trans- 
versale arbitraire, les cötes prolonges de l’un des polygones polaires 
ci-dessus, celte transversale sera remplacee, dans lautre, par un point, 
pöle de cette droite, et tout point d’intersection avec un cöle le sera par 
une droite ou polaire passant (58.) par ce pöle et par le pöle du cöte 
dont il s’agit, c’est-a-dire par le sommet correspondant du polygone re- 
ciproque. Aınsi le „systeme de la transversale et de ses pcints de 
rencontre avec les cöt&es du polypone propose, sera remplace par le 
faısceau des droites qui joignent le pöle de cette iransversale aux 
differens sommets du polygone polaire, et röciproquement, un pareil 
faisceau de droites convergentes, dans l'un des polygones, sera remplack 
par le systeme des points de rencontre d’une droite iransversale des cö- 
tes du polygone polaire.” 

62. Considerons encore deux polygones queloonques sur le plan 
d’une section conique prise pour auxiliaire, ainsi que les polygones polai- 
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res qui leur appartiennent; supposons qu’on prolonge les cötes de Yun de 
ces deux polygones jusqu’a ses intersections avec ceux de l’autre, ils est 
evident (59. et 60.) que les points ainsi obtenus seront remplaces, dans 
les polygones polaires des proposes, par les droites qui joignent, deux ä 
deux, les sommets de ces derniers. D’apres cela, on voit en particu- 
lier que, si un certain nombre des points d’intersection dont ıl s’a- 
git, appartenant a des cötcs differens, etaient en ligne droite, 
les polaires quı leur correspondent, et qui appartiennent egalement ä des 
sommets differens des polygones r&ciproques, se croiseraient en 
un m&me point ()8.). 


Ces exemples me semblent devoir sufir, en ce moment, pour 
montrer l'espece de dependance graphique qui lie entre elles la figure 
primitive et sa dcrivee, lorsqu’on n’envisage que des systemes de points 
et de lignes droites situes dans un m&me plan; et attendu que cette d£- 
pendance est reciproque de Fune a l’autre des deux figures, ıl nous est 
permis de les appeller polaires reciproques a l’egard de la section 
conique auxiliaire. Les principes qui precedent rendent d’ailleurs tres 
faciles les moyens de multiplier indefiniment le nombre de ces exemples 
et de se familiariser avec eux; c’est pourquoi je crois devoir aborder de 
suite le cas ol l’on a A considerer des lignes courbes quelconques. 


63. Soit une courbe quelconque sur le plan d’une section conique 
prise pour directrice des pöles; d’apres la loı de continuite, on pourra re- 
garder indifföremment cette courbe comme la limite de deux poly- 
gones inscrits on circonscrits d’un nombre infini de cötds 
infiniment petits; appliquant donc ä ces polygones les raisonnemens- 
stablis ci-dessus (60.) pour un polygone quelconque fini, on aura a con- 
siderer une nouvelle courbe, limite commune des polygones pelaires des 
proposes, et qui sera A la fois le lieu des pöles des ElEmens ou 
des tangentes de la premitre, et l’enveloppe des polaires 
des points qui lui appartiennent. 


On pourra donc decrire, par deux proc&des differens et facıles, la 
courbe dont il s’agit, qu’on peut nommer la polaire reciproque de 
lautre, puisque, en vertu de ce qui a ete dit (60.) pour les sımples poly- 
gones polaires, la courbe proposde doit, son tour, considerce la 
fois, ou comme le lieu des pöles des tangentes de celle dont il 
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s'’agit, ou comme l’enveloppe des polaires des points qui lui 
appartiennent. 

D’ailleurs on arrıve directement aux m&mes consdquences ä l’aide 
du principe de lart. 56., en observant que, si „un certain point se de- 
place infiniment peu sur la premiere courbe, ou sur la tangente en ce 
point, sa polaire qui, par hypothese, est une tangente de l’autre, tendra 
a pivoter sur le point de contact de cette tangente; car, d’apres le prin- 
cipe cite, ce point de contact est, a son tour, Evidemment le pöle de le- 
lement ou de la tangente que l’on a considere sur la premicre; c’est-a- 
dire que, sien un point quelconque de l’une des deux cour- 
bes, on me&ne une tangente ä cette courbe, sa polaire tou- 
chera l’autre courbe en un point qui sera reciproquement 
le pöle de cette tangente. 

Ainsi ces deux systemes de tangentes et de points de contact se- 
ront polaires recıproques lun de lautre, comme les courbes me£- 
mes dont ils font partie. 

64. Supposons maintenant qu’on inscrive ou circonscrive 
un polygone quelconque ä Yune de nos deux courbes, il est Evident, d’u- 
pres ce qui precede, que la polaire reciproque de ce polygone sera, au 
contraire, circonscrit ou inscrit ä lautre courbe; de telle sorte que 
les sommets inscrits se changeront en des cöt&es tangens ou cir- 
conscrits, polaires de ces sommets par rapport ä la section conigue 
auxilaire, tandıs que les cordes ou cötes inscrits se changeront en 
des sommets d’angles ou de polygones circonscriis, et vice 
versa pour la seconde figure. Toutes les autres relations de reeiprocite 
indiquees ci-dessus (60.) pour deux polygones polaires quelcongues con- 
tinueront d’ailleurs de subsister entre les deux polygones, lun inscrit et 
lautre circonscrit aux deux courbes recıproques 

65. developper encore plus ces considerations, concevons 
qu’on trace une droite ou transversale quelcongue a travers l’une 
des deux courbes, elle Ja rencontrera, en gene&ral, en autant de 
points qu’il est marqucd par son degre. Or (63.) chacun de ces 
points est le pöle d’une certaine tangente de la courbe reciproque, et 
(58.) ceite tangente passe necessairement par le pöle de la transversale 
arbitraire; donc „le systeme de cette transversale et des points 


d’intersection qui lui appartiennent, sera remplace, dans la figure 
7% 
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reciproque, par le syst&me d’un egal nombre de tangentes issues d’un 
m£öme point, pöle de cette transversale.” 

Ces deux systemes sont d’ailleurs re&ciproques; c’est-A-dire qu’ä 
linverse: „Si, d’un m&me point, on mene & l’une des courbes toutes les 
tangentes qui lui appartiennent, ce systeme aura pour polaire une droite 
rencontrant lautre courbe en un nombre de points, &gal au degr& de 
cette courbe et au nombre des tangentes dont il s’agit, qui en sont re- 
spectivement les polaires.” 

66. Il suit dela, entre autres, que 

„Le degr& de la polaire r&eciproque d’une courbe donnee 
est au plus egal aunombre qui exprime combien, d’un point 
arbitraire, on peut mener de tangentes ä cette derniere 
courbe.” 

Car, sı l’on trace, a volonte, une droite ou transversale A travers 
ceite polaire reciproque, le nombre de ses intersections avec elle sera 
marque par celui des tangentes ä la proposde qui passent par le pöle de 


la transversale. 
Mais on prouve aisement, Aa laide de la loı de continuite ou de 


toute autre maniere, que le nombre des tangentes qu’il est possible de 
mener ä une courbe plane du degre 2, par un point quelconque de son 
plan, est en gencral et au plus m(m—-1); donc aussi 

Une courbe de degre m a pour r&ciproque polaire, une 
courbe qui esten general et au plus du degree m(m—1). 

Dou ıl suit en particulier, que 

Toute ligne du second ordre a pour recıproque polaire 
une ligne qui est elle mäme de cet ordre. 

Sans nous arröter aux consequences qu’on peut deduire de la pour 
les sections coniques, cons@quences qui, pour la plupart, sont indiquees 
dans le Trait& des proprietes projectives, nous ferons, sur ce 
qui precede, plusieurs remardqgues essentielles, et que nous ne devons pas 
passer sous sılence. 

67. Dabord il paroit evident que, quoique la polaire r&eciproque 
d’une courbe de degr& m soit, en general, du degre m(m—-1), on ne 
peut cependant (65.) Inı mener, d’un point pris arbitrairement sur son 
plan, que >» tangentes, au plus, bien qu’il semble, en general que le 
nombre des tangentes possibles pour une courbe du degre m (m—-1), soit 
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m(m— ı)[mn(m—1)—ı]; mais cela tient ce que cette courbe est d’une 
espece particuliere parmi toutes celles du m&me degre, et qu’une courbe 
du degre m n’a pas toujours et necessairement m(m—-ı) tangentes, rcel- 
les ou imaginaires, passant par un point pris a volonte sur son plan. 

En effet, d’une part, il est visible que, si la courbe (m) que l’on 
considere, a un ou plusieurs points multiples, le nombre des tangentes 
veritables dont il s’agit sera necessairement diminue, attendu que les 
droites qui joignent ce point multiple au point donne, quoiquayant deux 
ou plusieurs points communs avec la courbe et confondus en un seul, 
n’en sont pas moins, en general, des secantes de cette courbe, quı 
d’ailleurs, ne sauroient &tre distingudes, sous certains rapports, des veri- 
tables tangentes, puisqu’elles remplissent exactement les m&mes conditions. 

D’une autre part, en se reportant a nos deux polaires r&cıproques, 
dont Tune est du degr& m, on s’appercevra sans peine (63.), que tout 
point multiple de lune a, pour polaire, une tangente commune 
a un nombre de branches de sa reciproque, marque par l’ordre de 
multiplicite du point dont ıl sagit; et vice versa, qu’une telle tan- 
gente a pour pöle un point multiple de l’ordre marque par le nombre 
des points de contact de cette tangente; enfin on voit que ces points de 
contact sont les pöles des tangentes au point multiple de la reciproque. 

Or une courbe plane quelconque du degr& 2 a evidemment, en 
general, un certain nombre 2 de tangentes communes ä deux 
de ses branches; donc la reciproque polaire aura pareillement ce 
nombre de points doubles, et par consequent, le nombre 
m(m—ı)|m(m—ı)—1ı] que nous avons trouv& pour exprimer celui 
des tangentes ä cette polaire, qui passent par un point donne, devra £tre 
diminue de 2n. 

En effet, ıl est ais@ de s’assurer, par la loı de continuitd, que la 
droite qui passe par un point double, doit &tre consideree comme la re&u- 
nion en une seule de deux tangentes de la courbe, c’est-a-dire quelle 
fait doublement partie des M(M—-ı) tangentes que, d’un point quelcon- 
que, on peut en general mener a une courbe plane geometrique du de- 
gre M. Elle diminueroit ce nombre de trois unites, si elle appartenoit 
a un point iriple, et en general de p unites, si elle appartenoit a un 
point multiple de lordre >; mais on voit, d’apres ce qui precede, que de 
tels points singuliers ne peuvent exister que pour des courbes d’une esp@ce 
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tout A fait particulieres, tandis que le contraire a lieu pour les points ui 
ne sont que doubles. 

68. Une consequence de ce qui precede, c’est qne la polaire recı- 
proque d’une courbe du degr& m n’est pas toujours du degre 2 (m— 1), 
comme on la avance& ci-dessus (66.); ce degre peut-£&tre moindre si la 
proposee a des points multiples, car le nombre des tangentes veritables 
‘gu’on peut mener ä (m) par un point quelconque de son plan, sera di- 
minud d’autant d’unites quiil y a de branches distinctes passant ä la fois 
par tous ces points multiples, et il devra en &tre de m&me du nombre 
qui exprime, en general, le degr& de la polaire reciproque de 
(m); le pöle de toute droite qui passe simplement par un point multiple 
de cette dernitre, ne faisant pas partie de la reciproque, et appartenant 
simplement ä une tangente commune ä plusieurs branches de cette r£- 
ciproque. 

Effectivement, d’apres la remarque faite plus haut, une telle tan- 
gente est la polaire d'un point multiple de la courbe (7), et un point 
quelconque de sa direction a necessairement (56.) pour polaire une droite 
quelconque passant par ce point multiple, tandıs que les seuls points de 
contact de cette tangente avec la reciproque de (m), sont les pöles des 
veritables tangentes du point multiple dont il siagit; de sorte que, dans 
la recherche ci-dessus (695. 66.) des ıntersections d’une droite arbitraire 
et de Ja reciprogue de la courbe (7), on ne doit pas tenir compte de 
celles relatives aux tangentes de (m) qui passent simplement par les di- 
vers points multiples, a moins quon ne veuille consid&rer ]es polaires 
de tels points singuliers comme faısant reellement partie de la rdeipre- 
que, par ce seul motif que leur differens points sont les pöles d’une serie 
de droites qui, sous certains rapports, peuvent ötre censces des tangentes 
de la courbe primitive (m). 

69. Les points d’inflexion, de rebroussement et les 
points conjugues donnent lieu ä des remarques analogues. 

En eflet, le point conjugue d’une courbe pouvant £tre consi- 
dere comme une branche isolde et infiniment petite de cette 
eourbe, ou, plus g&eneralement, comme l’intersection reelle de deux 
branches imaginaires de cette m&me courbe, toutes les droites qui 
y passent doivent &tre considerdes comme de veritables tangentes dont 
les pöles, par rapport ä la section conique auxiliaire, sont situ&s sur une 
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m&me droite appartenant tout entiere a la polaire r&ciproque de la courbe 
proposee. Or la droite mende d’un point quelconque donne au point con- 
jugue, representant au moins le systeme de deux tangentes issues de ce 
point et confondues en une seule, on voit que la polaire d’un point con- 
jugue "peut ©tre envisagee comme le systeme de deux branches de la 
courbe r&eciproque, confondues en une seule et m&me droite. Faisant donc 
abstraction de cette droite, on voit que le degre de la reciproque sera 
abaisse au moins de deux unite&s: il le seroit evidemment de quatre, 
sı le point conjugue etoit double ou repr&sentoit deux branches de courbe 
devenues infiniment petites etc. 

70. Par un point de rebroussement du premier ou du se- 
cond genre, il passe &egalement une infinite de tangentes; ainsi ce que 
nous venons de dire du point conjugue s’y applique directement; cepen- 
dant comme le point de rebroussement a, de plus, une tangente reelle- 
ment determirde, renfermant deux el&mens consecutifs et superposds de 
la courbe, la polaire reciproque de celle-cı aura un point singulier 
repondant au premier, et que la discussion, par rapport ä la section coni- 
que auxiliaire, apprend &tre un point d’inflexion, quand le rebrousse- 
ment est du premier genre ou que la tangente passe entre les 
branches, et un point de rebroussement du second genre, 
quand celui du propose est de ce genre, ou que la tangente laisse d’un 
m£me cöte les deux branches quı y passent. 

A Tinverse, un point d’inflexion a pour reciproque polaire, 
un point de rebroussement du premier genre; mais comme, 
d’apres la loı de continuite, les droites qui passent par un tel point, ne 
sauroient plus &tre prises pour des tangentes de la courbe proposde, la 
remarque pr£cedente n’a plus lieu, a moins qu’on ne regarde la tangente 
en ce point comme faisant partie de la courbe, et en constituant une 
veritable branche. 

71. Jajouterai une derniere remarque ä toutes celles qui prece- 
dent, concernant les branches infinies et les asymptotes des 
courbes qui sont polaires reciproques par rapport A une section conique 
donnee dans leur plan commun: c’est que les points & Yinfini de Tune 
de ces courbes ont pour polaires les tangentes de la r&ciproque, issue du 
centre de la section conique auxiliaire, tandis que les asymptotes relati- 
ves a ces points sont les polaires des points de contact de ces mämes 
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tangentes; «“e telle sorte, par exemple, que, quand l’une des deux cour- 
bes a une ou plusieurs branches paraboliques, c’est-A-dire dont les 
asympiotes sont enticrement ä linfini, sa reciproque a un m&öme nombre 
de branches passant par le centre de la section conique auxiliaire, le- 
quel est aınsı un point multiple. 

Ce qui precede, offre, comme on voit, les moyens de discuter par- 
faikement le cours et les affections diverses que peut presenter la polaire 
„ceiproque d’une courbe quelconque continue, donnee sur le plan d’une 
seclion conique, choisie a volonte pour servir d’auxiliaire ou de direc- 
trice; bien plus, on est en &tat de decouvrir le degre veritable de cette 
polaire reciproque dans chaque cas particulier, et de trouver m&me, sans 
recourir ä la description effective, la position des divers points sınguliers 
et des asymptotes qui lui appartiennent, ou, plus generalement, la di- 
reclion de ses branches infinies; sur quoi ıl est essentiel de remarquer 
que plusieurs des points ä Vınfini de ces branches peuvent eux-m&mes 
etre des points singuliers, tout comme cela arrive pour les points ä di- 
stance donnde et finie. 

Pour se rendre compte de cette particularite, il sufit, en effet, 
de considerer un point singulier ordinaire et A distance donnde, d’une 
courbe quelconque, et de supposer ensuite qu’on mette la figure en pro- 
jection centrale ou perspective sur un plan parallele a la projetanie de 
ce point, c’est-aA-dire de fagon que ce m&me point passe a linfini dans 
la nouvelle figure. 

Ainsi il y a des points d’inflexion et de rebroussement, 
des points multiples et conjugues etc.,, a l’infini comme ä di- 
stance donnee; ce qui, je crois, n’a pas encore €t€ remarque des geo- 
metres, ou du moins n’a pas encore attıre leur attention autant que le 
sujet le merite par luı- möme. 

72. Nous sommes maintenant en etat de passer au cas od la 
figure contiendroit deux ou un nombre quelconque de courbes situdes sur 
le plan d’une section conique prise pour auxiliaire, et de decouvrir ce 
qui se passe dans la polaire reciproque de cette figure; car, d’apres ce 
qui a etc dit art. 63., il paraitra evident que tout point d’intersec- 
tion, commun ä deux des courbes de l’une des figures, a pour polaire, 
dans l’autre, une tangente commune aux reciproques de ces courbes; et 
vice versa, loute tangente commune ä ces m&mes courbes, a pour pöle 
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Yun des points de rencontre des courbes r&ciproques: ainsi le nombre des 
points de rencontre et des tangentes communes appartenant a 
lune des figures, est precisement &gal a celui des tangentes commu- 
nes et des points de rencontre qui appartiennent a lautre; de plus 
ces deux systemes ont entre eux les diverses relations examindes art. (59.) 
pour un systeme quelconque de points et de droites et son syst&@me polaire. 

Par exemple: les points de concours des tangentes com- 
munes de l’un des systömes, sont les pöles des scecantes ou cordes 
communes de lautre et vice versa; comme aussi les droites qui 
joignent, deux a deux, les poinis de concours dont il s’agit, ont pour 
pöles, dans Yautre systeme, les points ou se coupent deux ä deux 
les secantes communes etc. 

73. Soient deux courbes, l’une du degrc et lVautre du degre 
n sıtudes dans le plan commun d’une section conique prise. pour direc- 
trıce, leurs polaires r&ciproques seront, en general (66.), des degrds 
m(m—ı), n(na—1), et, comme on sait, elles se rencontreront aussi en 
general et au plus, en mn(m—1)(r—1) points, auxquels correspon- 
dront, d’apres ce qui precede, un egal nombre de tangentes communes 
des courbes primitives; done on a ce theoreme: 

Deux courbes geometriques, de degres et n, etant 
tracdes sur un m&me plan, le nombre des tangentes commn- 
nes ä ces courbes est, en general et au plus, mn(m—ı)(n—1.. 

Quant au nombre des tangentes communes aux polaıres r&cipro- 
ques de ces courbes, il ne sauroit evidemment surpasser celuı mr, qui 
appartient aux points mömes de rencontre des courbes m et 2; sur quoi 
on pourroit faire des reflexions analogues Aa celles que nous avons rap- 
portees ci-dessus (67. et 68.) pour le cas ou les tangentes partent d’un 
m&me point. 

Ajoutons, pour terminer, que l’orsque les courbes n et 2 ont un 
point de contact ou d’osculation d’un certain ordre, les polaı- 
res reciproques de ces courbes en ont pareillement un de ce m&me ordre, 
et qui correspond au premier; car p etant cet ordre, il en resulte que 
les courbes m et 2 ont p+1 tangentes consdcutives communes 
confondues en une seule au point de contact, de sorte que les recipro- 
ques de ces courbes ont aussi p-+1 points consecutifs communs 
confondus en un seul au point correspondant; on voit en outre que, dans 
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ce m&me cas, le nombre des points communs distincts et des tangentes 
communes distinctes des courbes de l’un et de l’autre systeme, se trouve 
diminud de p unites. 


74. Je crois inutile d’examiner les diverses autres relations de 
sıtuaticn qui peuvent exister entre le syst&me des courbes primitives et 
de leurs r&ciproques; par exemple celles qui auroient lieu pour des tan- 
gentes et des points communs ä l’infini, soit de simple con- 
tact, soit d’osculation ete.; jen diraı tout autant de celles qui peuvent 
appartenir en commun au systeme d’un nombre quelconque de courbes 
sıtuces dans un m@me plan; ce qui a ete dit du cas particulier d’une 
seule courbe, sufira toujours pour faire decouvrir ces relations sans dif- 
fieulte, sı Ion s’est bien pönetre de la theorie des polaires r&ecıprogues. 


Au surplus, les principes qui viennent d’ötre expos&s concernent 
proprement les relations descriptives des figures planes, et parmi ces re- 
Jations, celles qui n’ont trait qu’au cours indeflini des lignes, sans egard 
a aucune mesure, ä aucune grandeur determinde ou constante, en un 
mot celles qui n’on trait qwWaux proprietes de situation des lignes 
et des points tracds dans un plan commun. Nous examinerons plus tard, 
ce quı arrive pour les relations qui, au contraire, ne concernent unique- 
ment que les rapports de grandeur, que nous avons nommes me&- 
triques; et, quant aux applications de ces m&mes theories, nous ren- 
verrons au Traite des propridtes projectives qui en offre de nom- 
breux exemples relatifs aux syst@mes de sections coniques et de lignes 
droites. Nous ne saurions revenir ici sur ces applications particulicres 
sans faire un double emploi, d’autant plus qu’elles se presentent comme 
d’elles-m&mes, et ne donnent lieu A aucune observation nouvelle, a au- 
cune dificult& particuliere. C’est pourquoi nous allons, de suite, passer 
au cas olı les figures que l’on considere sont situdes d’une maniere quel- 


conque dans l’espace. 


Des figures polaires re&eciproques dans l’espace. 


75. La theorie des polaires reciproques, dans l’espace, offre la 
plus grande analogie avec celle qui concerne les figures simplement tra- 
cees dans un plan; elle n’en est m@me, comme on va le voir, quune ex- 
tension facile. 
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Soit, en effet, une surface du second ordre quelconque, et un point 
pris arbitrairement pour pöle des rayons vecteurs, ou d’une suite de 
transversales rectilignes rencontrant respectivement la surface en deux 
points; le raisonnement deja mis en usage (55.) pour les courbes du se- 
cond ordre, prouvera encore que le lıieu des centres de moyennes 
harmoniques des differens couples de points d’intersection, par rapport 
au pöle considere comme origine commune des segmens, sera du pre- 
mier degre ou une surface plane. On arriveroit d’ailleurs a la meme 
consequence en considerant ce qui se passe dans les differens plans me- 
nes par le pöle des transversales, et en observant que les polaires (55.) 
qui repondent respectivement aux differentes courbes d’intersection de ces 
plans et de la surface proposce, doivent necessairement s’entre-couper 
deux & deux, et (tre ainsı comprises dans un m&me plan, qu'on peut 
nommer indifferemment le plan des moyennes harmoniques, le 
plan polaire relatif au pöle considere en particulier. 

Il est evident d’ailleurs que le plan polaire, quand ıl rencontre la 
surface proposce, ou que le pöle est au dehors de cette surface, contient 
les diffErens points de contact de celle-cı avec les tangentes issues du 
pöle; c’est-ä-dire que, dans tous les cas, il est le plan de contact, 
reel ou idcal, de la surface conique circonscrite ä la proposce, et qui 
a son sommet au pöle. 

Enfin on voit que, quand le pöle d’un plan s’eloigne ä Yinfini, ce 
plan passe par le centre de la surface auxiliaire, ou devient un plan 
diametral conjugue A la direction du diametre qui contient le pöle; 
comme aussi, quand le plan polaire passe tout entier a Yınfını, le pöle 
devient le centre müöme de la surface auxiliaire, et vice versa. 

76. Considerons a present trois points arbitrairement situds par 
rapport aA une surface du second ordre quelconque, les trois plans polaı- 
res qui leur correspondent respectivement dans la surfare, iront se cou- 
per en un m£&me point, et les cordes de la surface, qui appartiennent 
aux irois droites joignant ce point A chacun des proposes, seront (99.) 
divisces harmoniquement par le couple des deux points dont il s’agit; le 
point dintersection des plans polaires de nos trois points proposes, a donc 
Ini-möme pour poläire un plan qui passe par ces trois points; d’ou re- 
sulte ce principe enliörement analogue a celui qui a eie etablı (56.) pour 
le cas parliculier des sections conigques, et qui, comme lui, est fondamental: 
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Sı un certain point est situ& sur un plan quelconque, 
le plan polaire de ce point, par rapportä une surface du se- 
cond ordre quelcongque, passera necessairement par le pöle 
de ce plan, et vice versa; de sorte que ces deux systemes 
seront polaires reciprogues a l’egard de la surface auxi- 
lıaıre du second ordre. 


Il suit de la aussi qu’un nombre quelconque de plans pas- 
sant par un möme point, a pour r&eciproque polaire un nom- 
bre pareil de points ou pöles situds dans un mü@me plan; et 
vice versa, un nombre quelconque de points sıtues dans un 
meme plan, a pour polaire reciproque un systeme pareil de 
plans passant par un m&me point. 


77. Considerons maintenant une droite quelconque dans leespace, 
et prenons arbitraırement deux points sur sa direction; les plans polaı- 
res de ces points se rencontreront suivant une nouvelle droite, qui sera 
evidemment telle que tout point de la direction aura r&cipro- 
quement pour plan polaire un plan passant par la premiere; 
car le point dont ıl s’agit, appartenant A la fois aux deux premiers plans, 
son plan polaıre, d’apres ce qui precede, doit renfermer aussi les pöles de 
ces plans, c’est-a- dire les deux points pris a volonte sur la droite donnee. 


Laa röciproque de cette proposition est &egalement vraie; c’est-ä- 
dire que tout plan passant par la droite donnce a, pour pöle, 
un point de l’autre droite; car un tel plan renferme les deux points 
ci-dessus prıs volonte sur la droite proposde, et par consequent son 
pöle doit appartenir a la fois (76.) aux plans polaires de ces deux points 
ou a la droite de leur intersection commune; de plus, si Yon applique ä 
cette seconde droite les raisonnemens qu’on vient d’etablir sur la pre- 
micre, il sera facile de prouver qu’elles jouissent entierement des m£- 
mes proprietes reciproques & l’egard de la surface du second ordre auxi- 
liaire; on peut donc dire qu’elles sont polaires r&eciproques et Enon- 
cer ce theoreme: 


La droite, polaire r&eciproque d’une droite l’Egard 
d’une surface du second ordre, est ä la fois le lieu des pöles 
des differens plans qui passent par la premiere, et l’inter- 
section commune des plans polaires des differens points de 
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cette premiere; de sorte que ces propridtes sont r&ciproques entre les 
deux droites dont il s’agit. 

78. Ajoutons comme chose @vidente d’apres ce qui pr&cede, que, sı 
par lune quelcongque de ces droites, on mene, dans la surface auxiliaıre, 
une suite de plans secans, ils rencontreront l’autre droite en des points 
qui seront respectivement, pour les courbes d’intersection, les pöles de la 
premiere. On voit encore que, si l’on joint par une nouvelle droite, deux 
quelconques des points de celles la, sa direction ira rencontrer la surface 
auxiliaire en deux autres points qui la diviseront harmoniquement 
ou en segmens proportionnels; de sorte que, en supposant lune 
quelconque de ces droites a lınfini, dans une direction donnde par 
un plan, sa polaire deviendra un dıametre de la surface auxiliaire, 
et vice versa. 

Enfin, sı l/on considere deux ou un nombre quelcongue 
de droites passant par un m&me point, leurs polaıres reci- 
proques seront (77.) sıtudes dans le plen polaire unique de 
ce point, et, a linverse, sı un nombre quelcongue de droites 
sont situdes dans un seulet mäöme plan, leurs polaires reci- 
proques passeront par un point unique, pöle de ce plan. 

79. En remarquant que la reciproque polaire d’une droite n'est 
autre chose que la direction indcfinie de la secante, reelle ou iddale, qui, 
sur la surface du second ordre, renferme les points de contact des plans 
tangens issus de cette m&me droite, on d@duira aisement de ce qui pre- 
cede, les differens theor&mes dtablis d’abord par Monge, Livet, Brian- 
chon et Chasles, sur les droites polaires ou conjugucdes. 

Mon objet n’est point d’ailleurs d’examiner les consdquerces par- 
ticulieres qu’on peut deduire de Ja pour les surfaces du second degre, con- 
sequences qui ont Eid egalement exposees par les geometres citös, dans 
les Recueils de l’Ecole polytechnique; je me contenterai seule- 
ment de remarquer que les considerations preccdentes sont basces sur la 
definition la plus generale des lignes et des surfaces du second ordre, et 
quelles offrent la plus grande analogie avec celles qui ont &i& exposdes A 
la fin du Memoire precedent, relativement aux centres et aux axes 
de moyennes harmonigques des figures rectilignes et polyedrales. 

80. Apres ce qui vient d’ötre dit sur les polaires r&ciproques du 
point, du plan et de la droite, il ne sera pas difhicile de decouvrir les di- 


Bi 


22 41. Poncelet, Mlenoire sur la theorie generale des polaires reciproques, 


verses relations graphiques ou descriptives qui peuvent avoir lieu entre 
une figure, composde des manieres quelconques des m&mes objets, et celle 
qui eu est Ja polaire r&eciproque par rapport ä& une surface du se- 
cond ordre, prise a volonte pour directrice. Cette discussion &dtant d’ail- 
leurs entierement analogue ä celle que nous avons £tablie pour les figu- 
res planes, nous nous bornerons a quelques exemples generaux, relatifs 
aux polygones et aux polyedres, en les choisissant de preference parmi 
ceux qui peuvent nous servir A passer immediatement aux relations de 
röciprocite qui concernent les courbes et les surfaces A double courbure, 
considerdes comme lımites de polygones et des polyedres qui leurs sont 
Inscerits ou circonscrits respectivement. 

81. Soit d’abord un polygone rectiligne et gauche situe 
d’une maniere quelconque dans l’espace, il y aura, dans ce polygone, 
plusieurs choses distinctes ä considerer, telles que les sommets, les cö- 
tes, les angles aux sommets et les plans comprenant ces angles re- 
spectifs, qu’on peut nommer plans aux sommets ou au perimetre. 
Supposons quwon prolonge indefiniment les cötes de ce polygone, on 
pourra les considerer comme les ar&tes d’une sorte de surface compo- 
see de faces planes angulaıres et que nous nommerons, pour abr£ger, 
poly&lre angulaire ou indefini. A son tour, le polygone proposc 
pourra Ötre envisage comme re£sultant de lintersection mutuelle des ar£&- 
tes consceutives de ce polyedre. 

Cela pose, sı nous appliquons a ce systeme les considerations of- 
fertes par la theorie des polaires reciproques, deux arötes ou cöte&s 
consecutifs quelconqgues auront pour polaires (78.) deux droites situees 
dans le plan polaire du sommet appartenant ä ces cötes, et qui Se ren- 
contrerout ainsı en un point, a son tour pöle du plan quı contient ces 
mömes ar6tes ou cötes. La suite des droites pareilles formera, par ses 
intersections successives, un nouveau polygone gauche, et celle des 
plans qui leur appartiennent formera un nouveau polyedre ind£fini, 
ayant ces droites pour arötes; polygone et polyedre qu’on pourra nom- 
mer les polaires reciproques des premiers ä l’egard de la surface 
auxiliaire du second degre, attendu les relations de re&ciprocite qui les 
lie entreux d’apres ce qui pre£cede. 

Remarguons d’ailleurs que, quand Yun des polygones est tout en- 
tier compris dans un plan, et que sa surface polyedre s’evanouit en 
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quelque facon, Yautre se r&öduit A un point (78.) pöle de ce plan; de 
sorte que la surface poly&dre r&ciproque se change en un vcritable angle 
solide, ayant ce m&me point pour sommet, et dont les faces ont recı- 
proquement pour pöles les sommets du polygone plan propos£. 

82. Sı, revenant au cas general de deux polygones gauches quel- 
conques polaires a legard d’une surface du second ordre donnde, nous 
passons aux courbes a double courbure, limites de lun et de l’au- 
tre de ces polygones, de m&me que nous l’avons fait (63.) dans le cas 
du plan, il resultera de ce qui precede, que ces deux courbes jouıissent 
entre-elles de cette propricie, que les tangentes de l’une sont les 
polaires de celles de l’autre, tandıs que les points de la pre- 
miere sont les pöles des plans osculateurs de la seconde, et 
vice versa. 

Mais, d’apres ce qui vient d’ötre observ& pour les sımples poly- 
gones, il existe, dans le cas de l’espace, une autre consideration essen- 
tielle qui n’a pas lieu dans le cas du plan, c’est que la suite des tangen- 
tes ä une courbe a double courbure et dont elle peut @tre censde linter- 
section continuelle, forme une veritable surface d&öveloppable ayant 
cette courbe pour ar&te de rebroussement, et pour plans tangens 
les differens plans osculateurs de cette m&äme courbe. Il en r&sulte, 
en effet, que l’enveloppe des plans polaires des differens points d’une 
courbe a double courbure n'est pas simplement la polaire de cette courbe, 
mais le systeme complet des tangentes ä ceite polaire, c’est-A-dire la 
developpable osculatrice qui lui appartient: or cette propridte est 
recıproque entre les deux courbes dont il s’agit et leurs developpables 
osculatrices. 

Quant aux differens plans tangens A lune de nos deux cour- 
bes, et ıl en existe une infinite passant par un m&me point ou une m&öme 
tangente de cette courbe, ils ont evidemment pour pöles (77.) les diffe- 
rens points de la developpable r&ciproque, appartenant a l’ardte polaire de 
la tangente dont il s’agit. 

83. Concluons de tout ce qui pr&cede, qu’une courbe ä double 
courbure et sa developpable osculatrice dtant donndes dans l’espace, ou, ce 
qui est aussı general et revient au m&me, une surface developpable et 
son ar&te de rebroussement Etant donndes, il correspondra ce systeme 
un autre systeme pareil composd &galement d’une developpable et de son 
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arcte de rebroussement, systeme qu’on pourra nommer le reciproque 
polaire du premier, par rapport ä la surface du second ordre prise pour 
auxiliaire, et dont les proprietds seront telles quil suit: „1) les droites 
g@neratrices de l’une des developpables seront les r&ciproques polaires de 
celles de lautre; 2) les plans tangens de Yune des developpables, ou les 
plans osculateurs de son aröte de rebroussement, seront les polaires des 
differens points de lardte de rebroussement de l’autre; et vice versa 
les points de son ar&te de rebroussement seront les pöles des plans tan- 
gens de la developpable r&eciproque ou des plans osculateurs de l’aröte de 
rebroussement de cette developpable; 3) tout plan passant par une gene- 
ratrice de Tune des developpables, c’est-ä-dire par une tangente ä son 
aröte de rebroussement, aura pour pöle un point de la developpable de 
lautre systeme; et vıce versa un point quelconque de Tune des sur- 
faces developpables aura pour plan polaire un plan passant par une ge- 
neratrice de lautre, c’est-a-dire qu'il sera simplement tangent Varete 
de rebroussement de cette surface etc.” Il convient d’ajouter a tout ce- 
ci que, quand l’une des courbes que l’on considere est plane, auquel cas 
la developpable osculatrice est elle-m&me comprise toute entiere dans 
le plan qui lui appartient, la courbe de l'autre systeme se reduit sim- 
plement a un point ($1.) pöle du plan dont ıl s’agit; de sorte que la de- 
veloppable correspondante est alors une v£eritable surface conique. 

Ss4. Proposons nous maintenant de rechercher directement le de- 
gr&e de la d@veloppable reciproque d'une courbe double courbure donnde, 
aussi bien que celui de lar&öte de rebroussement de cette d@veloppable. 
Soit, ä cet effet, 2 le degr& de la courbe donnee, et appelons z celui de 
sa d@veloppable osculatrice, nous verrons bientöt qu'il existe une relation 
necessaire entre les nombres m et z. 

Cela pose, le degre de la developpable reciproque de la courbe (7m) 
sera evidemment &gal au nombre de points d’intersection d’une droite ar- 
bitraire avec cette developpable: or d’apres ce qui precede, cette droite 
a pour polaire r&ciproque dans le systeme propose, une autre droite, et 
les plans polaires des points düntersection qui s’y trouvent sont des plans 
passant (77.) par cette droite reciprogue, et touchant (83.) simplement 
la courbe. D’un autre cöte, par une droite donnde volonte dans 
pace, on ne peut mener, en göneral et au plus, que m(m—-1) plans tan- 
sens ä une courbe de degr& m, puisque si Yon fait Ja projection ortho- 
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gonale de la figure sur un plan perpendiculaire a la droite, la question 
revient a demander (66.) le nombre des tangentes a la projection de la 
courbe, qui passent par le point unique de projection de la droite, et que 
le degre de cette courbe n’a pas cess& d’Ctre m. Donc enfin le degre de 
la developpable reciproque d’une courbe de degre n est, en general et 
au plus, m (m—.1). 

Quant a laröte de rebroussement de cette developpable, son degrd 
est marque par le nombre des points suivant lesquels elle est rencontrce 
par un plan arbitraire,;, or ce plan a pour pöle, dans le syst@me primi- 
tif, un point quelconque et ses intersections ont pour r&eciproques des plans 
passant par ce point, et touchant (S3.) la d@veloppable (z) de (m). Mais 
le nombre des plans tangens que, d’un point quelconque donnd, on peut, 
en general, mener a une developpable de degre 2, est egal au nombre 
des tangentes qui r&epondent a ce point et a une section plane quelconque 
faite par ce m&me point dans la surface, section quı est dgalement du 
degre n; donc le nombre des plans tangens dont ıl sjagit, et par conse- 
quent le degr& cherche@ de Taröte de rebroussement de la developpable 
reciproque est 2(n—1). 

85. Nous avons dit quw'il existe une relation necessaire entre les 
nompbres qui expriment les degres respectifs d’une courbe a double 
courbure et de la developpable osculatrice, ou, ce qui revient au müme, 
de l’ar&te de rebroussement d’une surface de@veloppable et de cette surface 
elle-m&me,. Pour la decouvrir, cherchons en combien de points une 
droite arbitraire rencontre la surface dont il sagıt, lorsque le degre de 
son arte de rebroussement est m; ä chaque point pareil rCpondra une 
generatrice de la surface, tangente a la courbe (7), de sorte que le plan 
qui la renferme aınsı que la transversale arbitraıre, sera lui-möme tan- 
gent a cette courbe: le nombre des points d’intersection cherche sera 
denc egal a celui des plans tangens qwon peut mener a la courbe (m), 
par la droite dont il s’agit; or nous avons fait voir ci-dessus que ce 
dernier est, en general, m (m—-1); done tel est aussi, en general et au 
plus, le degre 2 de la developpable osculatrice de la courbe (m). 

ll suit de la evidemment que, dans la seconde des questions ci- 
dessus, il faudra remplacer le nombre n par celui (m —-1) que nous ve- 
nons de trouver, ce qui donneroit pour le degrd de Var&te de rebroussement, 
polaire r&cıprogque de la developpable {n) de (m), (m—1)[m(m —ı)—1]. 

Crelle's Journal. IV. Bi. 1. 
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Mais cette premiere limite peut-&tre diminude, quoique les raisonnemens 
que nous avons &tablis, pour le cas ou 2 est immediatement donne sans 
que l’on connaisse 772, soient en eux m&mes tres rigoureux et tr&s con- 
cluans dans ce cas general; en eflet, la connoissance du degr& m de l’a- 
rete de rebroussement permet de modifier ainsi ces premiers raison- 
nemens. 

86. Le degr& de Tar&te de rebroussement polaire r&ciproque de 
la developpable (r) est egal, comme on la vu (84.), au nombre qui ex- 
prime combien, d’un point donne arbitrairement, on peut mener de plans 
tangens ä cette d&veloppable (z), ou de plans osculateurs ä l’arete de re- 
broussement (72) de cette developpable. Or le systeme de tous les points 
de contact de ces plans tangens avec la developpable (z) est lui- m&me 
sur une autre developpable de degre 2—1ı *), laquelle rencontre bien la 
developpable (2) en n(2—1) generatrices en general, mais ne rencontre 
de rebroussement (72), qu’en m(a—1) points au plus, dont les 
plans osculateurs remplıssent seuls completement les conditions de la ques- 
tion; done m(r—ı)=m[m(m—ı)—1] est, en general, le degre de 
Varöte de rebroussement, polaire r&eciproque de la surface (z) ou m(m—1). 

Nous pourrions faire, sur ces dernieres considerations et en gene- 
ral sur toutes celles quı pr&cedent, relatives aux degres des courbes et 
des surfaces, des reflexions analogues ä celles que nous avons presentees 
dans les No. 67., 68. et suivans, sur les simples courbes planes et leurs 
reciproques; mais elles se prösentent d’une maniere trop facile, et elles 
nous €carteroient trop de notre sujet pour quil soit convenable de nous 
y arreter. 

87. Pour terminer ce que nous avions A dire sur les courbes a 
double courbure et les surfaces developpabies, nous remarquerons qu’une 
telle courbe n’a jamais qu’une seule d&veloppable osculatrice, mais qulil 
en est une infinite qui lui sont simplement tangentes, c’est-ä-dıre dont 
les el&mens plans la touchent en chaque point de son perimetre, de la 
m&me maniere qu’une surface developpable quelconque n’a qu’une arete 
de rebroussement unique, composde d’ailleurs d’une ou de plusieurs bran- 
ches distinctes et pour laquelle les plans tangens de la surface sont des 


*) Cette proposition qu’on d@montre aisement par l’analyse algebrique, sera etablie directe- 
ment Jans la suite de ces recherches, relative aux proprietes gendrales des courbes et des surfaces 
geometriques. 
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plans osculateurs, tandis que cette m&me surface renferme une infinite 
d’autres courbes a double courbure simplement touchees en chaque point 
par les plans tangens de la surface. 

Or si l’on considere ce qui se passe par rapport a une surface du 
second ordre prise pour auxiliaire, il sera aise de reconnoitre (83.), qu’une 
surface developpable (z) etant circonscrite a une courbe ä double cour- 
bure quelcongue (2), ou, ce qui est Ja m@me chose, passant par cette 
courbe, la suite des pöles des plans tangens a cette surface sera une 
courbe ä double courbure (>) situde elle-m&me sur la developpable, en- 
veloppe des plans polaires des points de la courbe proposce (m); sı donc, 
pour fixer entierement la position de la surface d&veloppable (2), on las- 
sujettit a passer par une seconde courbe a double courbure donnde (m’), 
la courbe (p) quı est la polaire r&cıproque de cette surface dans l’autre 
systeme, ou le lieu des pöles de ses plans tangens, sera ä la fois sur la 
developpable reciproque de la premiere (2) des deux courbes proposees, 
et sur la developpable reciproque de la seconde (77°) de ces courbes, c’est- 
a-dire qu’elle sera ä l’intersection commune de ces developpables. 
Mais, d’apres ce que nous avons vu ci-dessus (84.), le degre de ces de- 
veloppables est en general (m —ı), m’(m’— 1), m et m‘ etant ceux des 
courbes proposees; done mm’(m—ı)(m’—ı) est aussi celui de Vinter- 
section dont ıl s’agit; d’ou Ton conclut reciproquement (84.) que le de- 
gre de la developpable circonscrite a nos deux courbes (m) 
et (m'), est, en general, mm‘(m — 1) (m’— 1) [mm’(m—ı) (m’—ı) — 
bien qu’on ne puisse lJuı mener, au plus, que mm’(m—1ı)(m'—ı) plans 
tangens d’un point quelconque donne. 

88. Il seroit inutile de nous appesantır d’avantage sur ces appli- 
cations particulieres, relatives aux surfaces developpables et aux courbes 
a double courbure; les principes et les exemples generaux qui preccdent 
doivent sufire pour montrer comment on doit s’y prendre dans chaque 
cas; en Consequence, nous allons passer immediatement ä ce qui con- 
cerne les surfaces quelcongues; mais auparavant nous devons dire quel- 
ques mots touchant les figures poly&drales, dont ces surfaces peuvent 
&tre regard&es comme les limites. 

Considerons un polyedre quelcongue dans lespace, et pre- 
nons Aa volonte une surface du second ordre pour auxiliaire; d’apres ce 
qui a ete etabli, art. 76. et suivans, il est clair que la figure polaire de 
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ce poly&dre sera elle-m&me un autre poly&dre, dont les sommets, les 
faces et les ar@tes seront respectivement les polaires r&ciproques des 
faces, des sommets et des arötes du propose; de telle sorte, par 
exemple, que les sommets de l’un seront les pöles des faces de l’autre 
et vice versa; ainsi lon peut dire de ces polyedres qu’ils sont polai- 
res reciproques de lautre. 

Considerons entre-autres un hexa@dre ordinaire quelconque, 
compose, comme on sait, de six faces et de huit sommets, son polaire 
reciproque aura donc, au contraire, sıx sommets et huit faces, de sorte 
que ce sera un octa@dre ä faces triangulaires; car le nombre des 
sommets appartenans a chaque face sera egal au nombre des faces ap- 
partenant ä chaque sommet de l’hexa@dre, c’est-a-dire trois. En genc- 
ral on voit que les angles solides de !’un des polyedres seront toujours 
(81.) remplacds pas des polygones, plans de Y'autre, contenant le m&me 
nombre d’arötes que ces angles et autant de sommets quils ont de fa- 
ces planes. | 

59. On peut deduire de la plusieurs rapprochemens curieux entre 
les polyedres de diverses especes, et quil serait peut-Ötre moıins facile 
de saisir de toute autre maniere: ainsı par exemple, un polyedre d’une 
espece quelconque etant donne, on peut toujours construire un autre po- 
Iyedre ayant autant de faces que le premier a de sommets, et autant de 
sommets que le premier a de faces; de telle sorte que ses angles solides 
seront de m&me espece que les polygones, plans du premier et vice 
versa. Enfin on voit que deux polyedres reciproques sont toujours tels 
que le nombre de leurs arctes est le m&me de part et d’autre; mais 
nous ne saurions nous aröter icı d’avantage a ces corollaires particuliers 
de la iheorie des polaires r&ciproques. 

90. Pour completer ce que nous venons de dire sur les polye- 
dres polaires, nous ferons observer que la droite ou diagonale qui ap- 
partient a deux sommets quelconques de Yun d’eux, a pour reciproque la 
droite d’intersection des deux faces qui ont pour pöles ces m&mes 
sommets et vice versa; qu’en suite toute droite qui rencontre 
les faces de l’un des poly&dres ou leurs prolongemens, a pour po- 
laire reciproque une autre droite (77.), intersection commune de 
plans passant par les sommets de l’autre polycdre et qui ont pour 
pöles respectifs les intersections de la premiere; qu’enfin tout plan ren- 
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contrant les ar£tes de l’un des polyedres a pour reciproque (76.) le 
point d’intersection commune de plans passant par les are- 
tes de l’autre polyedre. 

91. En passant de ce qui precede aux surfaces, comme on la 
fait pour les sımples polygones et les courbes, on en conclura que, 

Une surface quelconque &tant donnee et une surface 
du second ordre &tant prise a volonte pour auxwiliaire, ıl 
existe toujours une autre surface, polaire r&eciproque de la 
premiere, et quiestä la fois le lieu des pöles de ses plans 
tangens et l’enveloppe des plans polaires des differens 
points qui lJuı appartiennent. 

Cette propriete est d’ailleurs reciproque entre les deux surfaces, 
c’est-a-dire que, 

Sı, en un point quelconque de l’une des surfaces, on 
mene le plan tangent correspondant, le plan polaire de ce 
point touchera l’autre surface en un point qui sera r&cipro- 
quement le pöle de ce plan tangent. 

D’apres cela, on prouve aisement encore (77.) que toute tan- 
gente en un point de l’une des surfaces, a, pour polaire, une 
tangente A l’autre surface, en un point dont le plan tan- 
gent a reciproquement pour pöle le point de contact de la 
premiere. 

92. Il est presquinutile de dire que tout polyedre inscrit a l’une 
des deux surfaces a pour reciproque un polyedre circonscrit A lautre et 
vice versa. (Juant aux polygones inscrits ou circonscrits, ils offrent des 
circonstances particulieres que nous aurons occasion d’examiner plus loin. 

Remarguons d’ailleurs que, quand June des surfaces est suscepti- 
ble d’ötre engendree en general par une droite mobile, c’est-a-dire lVors- 
que c’est une surface r&eglee quelconque et non developpable, lautre 
en est necessairement une aussi (77.); or il est aise de prouver que 
la r&ciprocit€ observee ci-dessus pour les surfaces polaires en general, 
aura encore lieu dans le cas actuel, c’est-a-dire que chaeune de ces 
surfaces sera ä la fois l’enveloppe des plans polaires des points de lau- 
tre, et le lieu des pöles des plans tangens ä cette autre. 

Au contraire, quand les generatrices de la surface proposde se 
rencontrent consccutivement, ou que cette surface est döveloppable, les 
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choses se passent tout differemment, et la reciprocite n’a plus lieu, 
comme on en a deja pu juger d’apres ce qui a eite dit (82.) a l’occasion 
des courbes a double courbure. Car, tandıs que le lieu des pöles des 
plans tangens ä une surface developpable est simplement une courbe 
a double courbure, l’enveloppe des plans polaires de ses dif- 
ferens points, est, au contraire, une veritable surface develop- 
pable comme la proposce, et qui est osculatrice de cette courbe; cir- 
constances qui semblent tenir (82.) ä ce que, sous certains rapports, il 
est comme impossible de dıstinguer une courbe ä double courbure de sa 
developpable osculatrice, ou, ce qui revient au m&me, une developpable 
de son aröte de rebroussement. 

Revenons au cas general des surfaces quelconques a double courbure. 

93. Supposons que, dans la vue de decouvrir le degre de la sur- 
face reciproque polaire d’une surface de degre mm donnee dans l’espace, 
on considere une droite transversale arbitraire de cette r&ciproque; cha- 
cun des points d’intersection de cette droite aura pour r&ciproque (91.) 
un plan tangent a la surface (7m) passant (77.) par la droite polaire de 
celle dont il s’agit; donc le degre de la polaire r&eciproque d’une surface 
(mm) est egal A celui qui exprime combien, d’une droite donnee ä volonte 
dans l’espace, on peut mener de plans tangens ä cette surface (m). 

Pour decouvrir ce dernier nombre, nous supposerons que, de deux 
points quelconques de la droite proposde, on mene deux cönes enveloppes 
de la surface (rm), les courbes de contact de ces cönes se couperont en 
des points qui seront evidemment ceux des points de contact des plans 
tangens demandes, et leur nombre sera precisement &gal a celui de ces 
plans; mais on d&montre que la courbe de contact d’un cöne circonscrit 
A une surface du degre zz, est sur une autre surface du degre m—1, 
quoique ce cöne soit Jun-m&me du degre m(m—1); donc les points de 
contact des plans tangens cı-dessus sont a lintersection commune de la 
surface (n) et de deux autres surfaces du degre nm —ı, donc leur nom- 
bre ou celui des plans tangens est, en general et au plus m(m—ı)?; et 
par consequent: 

La polaire r&eciproqgue d’une surface de degre& m, est, 
en general ei au plus, du degre m{m—1)). 

est evidement aussi, en general, le degr& de toute section plane 
faite dans cette surface polaire. 
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94. On remarquera que tout cöne circonscrit A Tune de nos 
deux surfaces, a pour polaire r&ciproque (83.) une section plane de 
lautre, et vice versa; mais toute section plane faite dans une surface 
de degre m, est elle-m&me du degr& 2; donc (S4.) tout cöne, enveloppe 
de la polaire reciproque de (m), est du degre m (m—-ı) seulement, bien 
que le degre de cette surface polaire soit, en general, zn (m — ı)?, d’apres 
ce qui precede. Supposons, par exemple, nz=2, on aura ä la fois 
m(m—ı)? =2 et m(m—1)=2, cest-a-dire que 

La polaire r&eciproque d’une surface du second degr« 
est elle-m&me du second degr&, et que toute surface coni- 
gue circonscrite a cette polaire est pareillement de ce 
degre, 

En se rappelant (75.) que le pöle et le plan polaire dune 
surface du second degre, ne sont autre chose que le sommet et le plan 
de contact d’une surface conique quelconque circonscrite a cette m&me 
surface, on concluera en particulier, de ce quı precede, qu’un pareil sy- 
steme a pour polaire a l’Egard de la surface auxiliaire, un nouveau 
point et un nouveau plan qui ont entreux la m&me corre&lation par 
rapport a la surface du second degre reciproque de la proposee. 

95. Considerons maintenant un polygone gauche quelcon- 
que inscrit A l’une (77) de nos deux surfaces r&ciproques (m) et (m‘), 
il est evident (81.) que son reciproque polaire sera lui-m&me un autre 
polygone dont les differens angles aux sommets seront simplement com- 
pris dans des plans tangens (91.) a la seconde (m’) de ces surfaces, for- 
mant ainsı un polye&edre indefini (80.) circonscrit ä cette surface 
suivant des points qui seront les pöles respectifs des plans tangens aux 
sommets du premier polygone. Or les intersections consccutives de ces 
derniers plans tangens donnent lieu a un autre solide ind&fini circonscrit 
a la surface (m), et ayant, A son tour, pour r&ciproque le polygone forme& 
par les points de contact determinds sur (m’), pris pour sommets suc- 
cessifs de ce polygone; donc ces deux polygones inscrits, sans &tre re- 
ciproques polaires, sont neanmoins tels que les cötes de Fun sont les po- 
laires des ar&tes du solide indefini circonscrit aux sommets de l’autre, 
et que ses sommets sont les pöles des faces planes de ce m&me solide. 

Les choses se passent d’une maniere differente pour le cas ou !’on 
considere un polygone cırconscrit a I’une (77) des surfaces: car son reci- 
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proque est evidemment (91.) circonscrit l’autre (m°), et ses 
angles ne sont plus compris dans des plans tangens ä& cette autre sur- 
face. On appercevra encore mieux la difference qui existe entre les 
deux cas, en supposant qu’on inscrive aux surfaces (m) et (m‘), les poly- 
gones qui ont pour sommets les poinis de contact des cöt&s des premiers; 
car les polyedres circonscrits qui leur appartiennent, renfermeront sim- 
plement sur leurs surfaces, les contours des polygones circonscrits dont 
il s’agit, de telle sorte que les sommets de ceux-ci seront situes sur les 
arötes respectives de ceux la, 

96. Passant done au cas ou les polygones inscrits ou circonscrits 
aux surfaces proposces deviennent des courbes v@ritables qui se con- 
fondent en une seule ponr chaque surface, les polyedres circonscrits de- 
viendront des surfaces developpables elles-mömes circonscrites 
aux proposdes suivant ces courbes, et dont chacune sera 
l’enveloppe des plans polaıres des poınts de la courbe de 
contact de l’autre; les ar&tes de rebroussement de ces develop- 
pables restant d’ailleurs distinetes de leurs courbes de contact, 
puisque les osculatrices developpables de celles-ci, polaires r&ciproques 
("3.) de ces arötes, sont supposees quelconques & l’egard des surfaces pro- 
posces. Quant aux degres des d£veloppables et des courbes de contact 
de la figure reciproque, ıl se determineroient aisement par des moyens 
analogues a qui ont mis en usage pr&ec&demment. 

Enfin nous croyons devoir ajouter que, d’apres les considerations 
precedentes et d’apres la definition des tangentes conjuguees des 
surlaces, donndce par Mr. Dupin (Developpemens de geometrie, 
page 41. et suiv.) le systeme de deux pareilles tangentes d’une surface a 
pour polaire, un autre systeme de deux tangentes conjuguees de 
la r&eciproque de ceite surface. 

97, Nous pourrions encore icı reproduire, sur les dependances 
grapbiques qui lient entre elles les surfaces polaires, des reflexions et des 
remargues analogues ä celles que nous avons &tablies (167. et suiv.) pour 
les simples courbes iracces dans un plan; car les surfaces presentent, 
aussi bien que les courbes, des modihcations de forme tout a fait parti- 
culieres dans certaines regions de leurs cours. Ainsi non seulement elles 
ont des points multiples et conjugue&s, des points de rebrous- 
sement et dinflexion; mais elles ont aussi des lignes tout entieres, 
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soit conjugu&es, soıt multiples, qwon nomme aussi de striction, 
enfin des lignes d’inflexion et de rebroussement etc.; or ces 
lignes et ces points singuliers donnent lieu a des considerations impor- 
tantes et quil ne faut pas negliger dans la recherche du degre et des 
affections des surfaces polaires; mais, comme elles conduiroient A une 
discussion qui n’a de difhculte que la longueur, d’apres ce qui a &te dit 
du cas simple des courbes, nous croyons devoir ne pas nous y arröter 
pour le moment. 

Ces observations s’appliquent d’ailleurs egalement aux points et 
aux courbes des surfaces polaires, qui sont ä linfini: ainsi, par exemple, 
tout point a Vinfini de l’une de ces surfaces a pour polaire un plan tan- 
gent a l’autre, passant (75.) par le centre de la surface du second ordre 
auxiliaire et vice versa; or le plan tangent en un tel point, qu’on peut 
nommer asymptotique de la surface correspondante, a pour pöle le 
point de contact du premier plan. La suite des points a l’infini 
de Fune des surfaces est donc remplacee par la suite des plans tan- 
gsens de lautre, qui passent par le centre de la surface du se- 
cond degre auxiliaıre; et la suite des plans asymptotiques 
de cette m&me surface est remplacee par la courbe des points de 
contact des differens plans tangens dont il s'agıt; d’ou ıl resulte, en par- 
ticulier, que la developpable asymptotique de l’une des surfa- 
ces, est la polaire de la courbe de contact du cöne circon- 
sceritä l’autre, et qui a le sommet au centre de la surface 
du second ordre auxiıliaire. ÖOr c’est ce qu’on auroit pu conclure 
immediatement des principes quı pr&cedent (94.), en observant que tous 
les poınts a V’ınfını de l’espace doivent cense&s sur un 
plan qui a pour pöle (75.) le centre dont ıl saagit. 

Pour les raisons deja deduites ci-dessus, nous ne nous arräterons 
pas a discuter ce qui arrıve dans le cas ou le plan ä linfinı touche une ou 
plusieurs nappes de l’une des deux surfaces, nı les diverses autres circon- 
stances que peuvent presenter en general les nappes infinies de ces surfaces. 

95. Apres ce qui vient d’etre dit sur les surfaces polaires reci- 
proques aA l’egard d’une surface du second ordre prise pour auxiliaire, ıl 
ne sera pas difhicile de decouvrir ce qui se passe dans le cas ou Ion con- 
sidere un systeme de deux ou de plusieurs surfaces quelconques et le sy- 
steme de leurs polaires reciproques. 
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Par exemple, sı !’on considere deux surfaces de degres m et n ei 
leurs polaires r&ciproques de degres (93.) m (m—1)*, n(n—ı)?, il paroit 
evident 1) que la courbe d’intersection des deux premieres surfaces, qui 
est du degre mn, aura pour reciproque une surface developpable cir- 
conscrite aux systemes de deux dernieres, et que cette developpable sera 
(84.) du degre mn(mn—-ı) au plus; 2) que la developpable circonscrite 
aux surfaces (m) et (n), a aussi reciproquement pour polaire la courbe 
d’intersection des surfaces polaires m(m—1)’, n(n—1ı)°, Jaquelle est 
evidemment, en general, du degre mn(m—ı)’(na—1)’; 3) que par con- 
sequent (S4.) la developpable circonscrite aux surfaces m et n est elle- 
mö&me au plus du degsre mn(m— 1) 1)’ |mn(m— 1)’ (n—ı)’— 1], et 
que le nombre des plans tangens qu’on peut Jui mener d’un point donne, 
lequel est aussı celui des plans tangens communs ä& la fois aux sur- 
faces (m) et (n) et passant par le point en question, ne peut surpas- 
ser le nombre mn(m—1ı)’(n—1)* inferieur ä celui de cette develop- 
pable etc. etc. 

99. Supposons encore que les surfaces (m) et (n) se touchent en 
un point ou aient un plan tangent commun en ce point, il est claır (91.) 
que leurs r&ecıproques se touchent pareillement en un autre point corres- 
pondant au premier; et, par suite, sı ces mömes surfaces (m) et (n) se 
touchent en s’enveloppant suivant une courbe toute entiere, leurs polaires 
reciproques se touchent de m&me suivant une courbe toute entiere, de 
telle sorte que chacune de ces courbes (96.) pourra &tre considerce recı- 
proquement comme le lieu des pöles des plans tangens quı appar- 
tiennent a lautre, et dont l’enveloppe est la d&eveloppable circon- 
scrite ä la foıs aux deux surfaces qu_ se touchent suivant cette autre. 

Sı d’ailleurs les deux surfaces (m) et (n), au lieu de se toucher 
suivant une courbe entiere, ne se touchoient que suivant une portion 
de courbe; c’est-a-dire, si, au point commun ä ces surfaces, deux 
courbes tracdes sur elles avoient un contact d’un certain ordre, et 
que de plus les surfaces se touchassent simplement suivant la portion 
commune ä& ces courbes, il en seroit de mäme encore de leurs surfaces 
polaires. Enfin, sı les differentes courbes tracdes sur les surfaces (m) et 
(2), a partir d’un point commun et dans la m&me direction, avoient tou- 
tes un contact de l’ordre p entre-elles, c’est-A-dire sı ces surfaces 
avoient, autour du point en question, un contact de l’ordre p, on 
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voit que leurs polaires reciproques auroient un contact du m&me 
ordre au point qui correspond au premier. 

100. Mais ıl seroit fort inutile de pousser plus loin ce rappro- 
chement entre les figures qui, dans l’espace, sont rcciproques polaires 
lune de l’autre ä legard d’une surface du second ordre prise pour auxi- 
hıaire; la discussion, aid&de des principes generauX quı precedent, suflira 
pour faire d&couvrir, dans chaque cas particulier, l’espece de relations 
graphiques ou descriptives qui lieront entre-elles la figure primitive et 
sa derivee; de sorte qu’on sera toujonrs en ctat de traduire leurs proprie- 
tes de situation, et, par la, d’en decouvrir de nouvelles si Yon en con- 
noissoit dejä: c’est ainsı, par exemple, que, pour le cas de l’espace, les 
propriätes des polygones plans et de courbes planes se change- 
ront (81. et 83.) en d’autres appartenant aux angles solides et aux 
surfaces coniques; que les proprietes des courbes ä double 
courbure se changeront en d’autres des surfaces d&eveloppables et 
reciproquement; qu’enfin celle des polygones et des polye&dres in- 
serits aux courbes et aux surfaces se changeront en d’autres proprietes 
des polygones et des polyedres indefinis ou definis, eircon- 
scrits, au contraire, ä de telles lignes et surfaces. 

Au surplus, ıl est essentiel de le rappeler ıcı sur de nouveaux 
frais, Yechange dont ıl sagit ne sauroit avoır pour toute espece de 
propriät@s ou de relations descriptives, mais seulement pour les proprie- 
tes de situation des figures, et qui etant aınsi independantes de toute 
relation particuliere de grandeur, se trouvent comprises parmı celles que 
nous avons nommees ailleurs propridtes projectives. 

101. Une autre remarque toute aussı ıimportante, c’est que les 
proprietes des courbes et des surfaces ne pourront donner lieu a de non- 
velles proprietes, lorsqu’on leur appliquera les considerations de la theo- 
rıe des polaires r&eciproques, quwautant quelles seront des proprietes de 
genre et non d’espece, ou plutöt qu’autant qu’elles appartiendront a la 
foıs a toutes les courbes et a toutes les surfaces quel qu’en soit le degre. 
Je vaıs m’expliquer plus clairement. 

Concevons, sur un plan, une courbe quelconque du degr@ n, la 
polaire reciproque sera donc du degre m(m—.ı); cela pose, sı la courbe 
proj.osee (7) jouit d’une certaine propriet£ ou relation graphique et pro- 
jective, on pourra, A Coup sür, traduire cette relation en une autre qui 
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appartiendra ä sa reciproque m(m—1). Mais celle-ci n’est que d’une 
espece particuliere (67.) parmi toutes celles du m&äme degre; donc on ne 
sauroit aflırmer que la propriete qu’on lui a decouverte appartienne en 
effet a toutes les courbes de ce degre. Mais si la propriete qu’on sup- 
pose deja comme pour la courbe (2), est une propriet@ commune ä la 
fois a toutes les courbes quel qu’en soit le degre, c’est-a-dire si m est 
ıindetermine, alors la polaire reciproque m(m—-ı) en jouira en m&me 
temps que la primitive (72), et par consequent celle-ci, dont le degre 
est dailleurs quelconque, jouira en m&me temps de la propriete recipro- 
que et quı se dednit de lautre par la theorie des pöles et polaires. Or, 
sı la premiere propriete n’est pas elle-m&me sa reciproque, on en aura 
decouvert une tout A fait differente et toute aussi generale, puisqwelle 
appartiendra a la fois a toutes les courbes geometriques. 

102. Neanmoins le cas des courbes et des surfaces du second de- 
gre fait exception ä la r&egle que nous venons de poser: c’est-aA-dire que 
toute propriet@ graphique et projective d’une telle ligne et surface peut 
se traduire immediatement en une autre appartenant & toutes les cour- 
bes et surfaces de ce degre, sans que, pour cela, cette propriete appartienne 
a la foıs a toutes les courbes et surfaces geometriques en general. Or 
cela tient a ce que les polaires reciproques d’une courbe ou d’une surface 
du second degre sont elles-m&mes de ce degre (66. et 93.); de sorte que 
les proprictes quelles possedent doivent aussi appartenir ä ces r&ciproques. 

Dans le suppl@ement place ä la fin du Traite des proprie- 
tes projectives des figures, indiqu& quelques unes des consk- 
quences qu’on peut deduire de cette remarque particuliere, pour les sur- 
faces du second ordre: ce qui precede met en edtat d’en decouvrir beau- 
coup d’autres. Mais ayant principalement pour objet, dans ce Me&moire, 
la tlıeorie generale des polaires r&eciproques, je me bornerai A un petit 
nombre de nouveaux exemples, dans la simple vue de faciliter l’intelli- 
gence des principes, et de montrer le degre d’utilite ou d’importance qui 
peut leur &tre propre dans les recherches relatives aux figures. 

103.  Considerons deux surfaces quelconques du second ordre. 
leurs reciproques polaires seront elles- mömes deux autres surfaces quel- 
conques de cet ordre, dont Tintersection mutuelle sera une courbe a 
double courbure du 4"* degre, polaire (98.) de la developpable eirconscrite 
a la fois aux surfaces proposdes, la quelle est ainsi au plus du 12” de- 
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(84.). Mais nous avons prouve dans louvrage dejä cite ci- dessus 
(supplement, No. 611. et suiv.), que „les branches d’une telle courbe peu- 
vent toujours &tre placees sur quatre surfaces coniques du second degre, 
dont les sommets respectifs ont, pour plans polaires communs a l’egard 
des surfaces auxquelles ils appartiennent, les plans qui renferment les 
trois autres sommets de cönes semblables;” et, d’un autre cöte, chaque 
cöne a pour polaire, dans le systeme propose ou primitif, une ligne du 
second ordre (94.) dont les differens points appartiennent necessairement 
(57.) a la developpable circonscrite aux deux surfaces de ce systeme, et 
qui est la penetration commune de deux de ses nappes, c’est-ä-dire que 
c’est une des lignes de striction de ces nappes; donc en premier lıeu, 

La surface developpable circonscrite ä deux surfaces 
quelconques du second ordre offre, en general, quatre lignes 
de striction distinctes, planes et du second ordre seulement. 

Et, comme les sommets des cönes qui les remplacent dans le sy- 
steme r&ciproque, ont m&mes plans polaires a l’egard des surfaces de ce 
systeme, ıl en resulte, en outre, que 

Les plans de striction du systeme primitif ont aussı 
m&mes pöles dans les deux surfaces proposdes. Donc, d’apres 
les articles (612. et 615.) de louvrage cite, ces pöles sont, a leur tour, 
les sommets des cöneg du second ordre qui contiennent la 
courbe d’intersection des deux surfaces propos&es; mais, se- 
lon ce que nous venons de rappeler, chacun d’eux est aussi le pöle du 
plan qui renferme les trois autres; donc enfin ces quatre pöles 
sont, trois par trois, situ&s sur les quatre plans de striction, 
c’est-a-dire qu’ils sont lintersection mutuelle de ces quatre plans. 

Quant aux deux courbes de contact de la surface developpable cır- 
conscrite ä la foıs a deux surfaces quelconques du second ordre, ıl est 
facıle de prouver qu’elles sont en general du #" degre, et plac£es 
a l’interseetion respective des surfaces proposces et de deux 
autres surfaces comme elles du second degre. 

En effet, considerons, en particulier, la courbe de contact appar- 
tenant ä l’une (77) des deux surfaces, et supposons que, prenant cette sur- 
face pour auxiliaire, on determine (91.) celle qui est la polaire r&cipro- 
que de lautre (7‘), cette polaire reciproque sera aussi du second degre; 
mais, d’apres sa nature, elle est le lieu des pöles des plans tangens a la 
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surface (m’) par rapport a la surface auxıliaire (7), et d’ailleurs le pöle 
de tout plan tangent & cette auxiliaire se confond necessairement (75.) 
avec le point de contact m&me de ce plan; donc, si l’on recherche les 
points ou la r£cıproque cı-dessus coupe la surface auxiliaire, les plans 
tangens A ces points seront en m&me tems tangens ä la seconde (m‘) des 
surfaces proposees; et par consequent la suite des points d’intersection pa- 


ıne 


reils formera une courbe a double courbure du #"" degre, qui sera pre- 
cisement, sur (m), la courbe de contact de la developpable circonscrite 
aux deux surfaces du second ordre propos£es (m) et (m). On determineroit, 
de la möme mani£re, celle qui appartient aA l’autre de ces deux surfaces. 

On remarquera que la courbe de contact, qui vient d’etre de- 
terminde sur chacune des deux surfaces que l’on considere, est precise- 
ment celle qui separe entre-elles, sur cette surface, l’ombre, la pe- 
nombre et la partie entierement Eclairede, quand on suppose l’autre 
surface Jumineuse; or ce qui precede donneroit Jieu a une construction 
assez sımple de la courbe de separation d’ombre et de lumiere pour les 
surfaces du second degre, et qui n’exigeroit d’autres instrumens que la 
rösle et le compas, lorsqu’une fois Yon auroit obtenu un seul point de la 
courbe dont ıl sagit, ce quı est facile. 

104. Considerons encore un systeme quelcongne de surfaces du 
second ordre, ayant une m&me courbe d’intersection, on prouve 
aisement que les plans polaıres quı repondent a ces surfaces 
etä un m&me point quelconque de l’espace concourent tous 
suivant une m&öme droite. En effet, sı, par le point donne, on con- 
duit un plan quelconque, ıl rencontrera les surfaces proposees en autant 
de lignes du second ordre passant par les m&mes quatre points d’inter- 
section du plan et de la courbe commune aux surfaces; or ce m&me 
plan ıra determiner, dans chacun des plans polaires du point donne, 
autant de droites qui seront evidement (75.), pour les courbes de ce plan, 
les polaires du point dont ıl s’agit; et, d’apres le No. 388. du Traite 
des proprietes projectives des figures, ces polaires passent tou- 
tes par un me&me point distinct du premier; done aussi les plans polaıres 
auxquels elles appartiennent vont concourrir en une m&me droite comme 
ıl sagıssoit de le demontrer. 

Cela pose, appliquons done aA ce systeme general les principes qui 
font lobjet de ce Mömoire, c’est-ä-dire, recherchons ce qui se passe dans 
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le systeme des surfaces du second degr&@ polaires r&eciproques des propo- 
sees a l’egard d’une derniere surfxce quelcongque du m&me degre prise 
pour auxiliaire; ıl est evident que ces nouvelles surfaces auront (Y8.) 
une m&me developpable circonscrite ä la fois ä tout leur systeme, et 
polaire reciproque de la courbe d’intersection commune ä toutes celles 
du premier systeme. Or le point arbitraire de ce premier systeme sera 
remplace par un plan, et ses differens plans polaires, par rapport aux 
surfaces proposces, le seront par des points pöles respectifs (94.) de ce 
plan a l’egard des nouvelles surfaces; enfin tous les points semblables se- 
ront situes (77.) sur une ligne droite r&ciproque de celle ou concourent, 
d’apres ce qui precede, les plans polaires dont il s’agit; donc, tout etant 
(109.) reciproque entre lancien et le nouveau systeme, on pourra en 
conclure la proposition generale qui suit: 

Lorsque plusieurs surfaces du second degr& ont une 
m&me developpable circonscrite, un plan quelconque a pour 
pöles, dans ces surfaces respectives, une suite de points ran- 
ges sur une m&me droite, qui contient (75.) tous les centres 
de ces surfaces quand le plan est suppos& ä l’infinı. 

105. On demontre encore, par un genre de raisonnement analo- 
gue ä celui que nous venons de mettre en usage pr&ec&edemment, que, 

Lorsque plusieurs surfaces du second ordre passent 
toutes par les m&mes huit points d’intersection, leurs plans 
polaires respectifs, par rapport a un point quelcongque de 
l’espace, concourent tous en une seule et m&me droite. 

Passant donc a la figure polaire, on aura ä considerer un systeme 
de surfaces du second ordre a la fois tangentes aux huit m&mes plans, 
ce qui est le plus grand nombre de plans qui puissent toucher en möme 
tems trois surfaces quelconques du second ordre. Or, par les mömes 
raisons que ci-dessus, le point arbitraire du systeme primitif est rem- 
place par un plan dans le nouveau systeme, et les plans polaires qui lui 
appartiennent sont remplaces par les pöles de ce plan pris relativement 
aux surfaces derivees; donc puisque ces plans polaires passent par une 
m&me droite, en vertu du theor&me qui precede, les pöles qui les rem- 
placent seront reciproquement (77.) compris sur une m&me droite, pro- 
position qu’on peut Enoncer ainsi: 

Lorsque plusieurs surfaces du second ordre ont les 
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huit m&ömes plans tangens communs, un plan quelconque a 
pour pöles, dans ces surfaces respectives, une suite de points 
ranges sur une seule et m&me droite. 

Huit plans quelconques peuvent toujours ©tre censes former par 
leurs rencontres successives, et lorsqu’on les prend dans un certain ordre, 
un octa@dre indefini (80.) ou & faces angulaıres; on peut donc @noncer 
plus simplement encore le iheor&me qui precede en cette maniere: 

Lie lieu des pöles d’un plan donn& par rapport ä une 
suite de surfaces de second ordre inscrites a un m&me oc- 
ta&dre indefini, est une ligne droite, qui contient a la foıs 
(75.) tous les centres de ces surfaces, lorsque le plan est sup- 
pose a l’ınfinı. 

Les principes &tablıs dans le Trait& des propridtes projec- 
tives, pour le cas des sections coniques, conduiroient A plusieurs autres 
theorömes sur les systemes de surfaces du second ordre, au moyen des- 
auels on en deduiroit d’autres tout aussi gendraux A Taide de la theorie 
des polaires r&ciprogues; de la ensuite on seroit eonduit A divers corol- 
laıres interessans et utiles qui permettroient d’aborder d’une maniere pu- 
rement geometrique, plusieurs des cas g@neraux du probleme tres dif- 
licıle et jnsqwici non completiement resolu, de construire une sur- 
face du second ordre assujettie ä passer par des points ou 
a toucher des plans et des droites en nombre suffisant pour 
ia determiner parfaıtement de grandeur et de position; mais nous 
ne saurions nous arreter ıcı sur ces Consequences et ces theories parti- 
cnlieres. quı d’ailleurs meritent toute lattention des geometres. 

106. Pour donner un dernier exemple propre, par l’etendue des 
consequences quı en derivent, a montrer les avantages que peuvent offrir 
les princıpes de la tlıcorıe des polaıres r&cıproques, nous rappelerons que 
les proprietes projectives des surfaces du second degr&, qui 
ont une section plane commune, reelle ou ıdeale, sont les 
memes (Traıte des proprietes projectives des figures, sup- 
plement No. 637.) que celles qui appartiennent aux Syste- 
mes de spheres quelconques, proprietes nombreuses et bien con- 
nnes des geometres. Or, si Von applique & ces proprietes generales des 
surfaces du second ordre les principes qui font objet du present para- 
graphe. on verra, sans peine, quelles se convertiront toutes en d’autres 
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proprietes des surfaces du second degre qui, au lieu d’avoir un plan de 
section commune, ont (94. et 99.) un cöne enveloppe commun, ce 
cöne pouvant d’ailleurs ötre imaginaire comme la section dont ıl s’a- 
git, et n’ayant alors de reel que son sommet et le plan indefini de son 
contact avec chaque surface individuelle, c’est-a-dire le plan polaire 
de ce sommet. Dans cette deformation d’ailleurs, les plans tangens com- 
muns deviennent des points communs, les sections planes deviennent des 
cönes enveloppes et reciproquement etc. etc. 

Delä resulte done une foule de proprietes nouvelles des surfaces 
du second degre assujetties A toucher un m@me cöne, et des moyens de 
construire ces surfaces d’apres des conditions donnees; enfin on voit qu’on 
seroit conduit pareillement aux proprietes generales des surfaces du se- 
cond degr& qui sont inscrites a la fois a deux cönes, ou qui se 
touchent suivant une courbe toute entiere, r&elle ou ideale, 
en partant simplement de celles, sı bien connues, relatives aux spheres 
qui ont, a l’infini, une section plane commune de contact, 
ou qui sont concentriques (voyez l'ouvrage deja cite No. 630.). 

Mais nous laisserons lä ces applications particulieres, que nous 
nous contenterons d’avoir indiquees et quil seroit facile de multiplier, 
pour reprendre, dans le paragraphe suivant, l’exposition gen£rale des prin- 
cipes de la theorie des polaires r&ecıproques. 


Des relations d’angles relatives aux figures polaires 
r&eciproques dans un plan ou dans l’espace. 


107. Jusqwicı nous nous sommes uniquement occupes des rela- 
tions graphiques ou descriptives des figures, celles qui ne concernent que 
la direction indefinie, lintersection et le contact des lıgnes et des surfa- 
ces; il nous reste a examiner ce qui a lieu pour les relations purement 
metrigques, ou qui n’ont trait qu’aux rapports generaux de grandeur des 
parties rectilignes des figures. 

Pour faciliter cet examen, nous remargquerons, en premier lıeu, 
qu’il n’est pas ndcessaire, comme nous en avons agı precödemment, de 
prendre pour courbe ou surface auxiliaire des pöles ou polaires, une 
ligne ou surface quelconque du second ordre, et que, sans rien öter a la 
gen6ralite des raisonnemens et des consequences, on peut tout aussı bien 
se contenter de prendre une circonf&erence de cercle ou une sur- 
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face de sphere, ce qui rend beaucoup plus sımple la description des 
figures polaires de figures donnees, et l’etude de changemens qui s’op£- 
rent dans leurs proprietes mötriques par suite de cette espece particuliere 
de deformation. 

Rappelons d’abord, en peu de mots, la relation particuliere qu: 
existe entre le pöle et la droite ou le plan polaire, dans le cas particu- 
lier dont ıl s’agit. 

108. Puisque le pöle d’une droite situ&e sur le plan d’un cercle 
est, en general (55), le sommet de langle circonserit a ce cercle dont 
la corde de contact a pour direction indefinie celle de cette droite, on 
en peut de suite conclure que, relativement ä cette courbe particuliere, 
la direction du diam£ötre ou du rayon qui renferme le pöle 
d’une droite quelconque est necessairement perpendicu- 
laıre ä cette droite; mais c’est ce qu’on pourroit aussi etablır direc- 
tement et sans restriction, en s’appuyant simplement sur la definition ge- 
nerale du pöle et de la polaire, posee art. (59.). 

Maintenant, sı Von remplace le cercle par une sphe&re quelcongue, 
on arrive a la m&me consequence pour le pöle et le plan polaire dans 
lespace; c’est-A-dire que le rayon ou le diamötre indefini quı 
renferme le pöle d’un plan quelconque est perpendiculaire 
a ce plan. 

Ce theor&me se deduirait d’ailleurs du precedent, en considerant 
ce qui se passe dans les differens plans qui renferment ä la fois le pöle 
et le centre de la sphere. 

Le cas de lespace donne encore liew a la consideration des droi- 
tes r&ciproques polaires (77.); or il est egalement facile de recon- 
noitre que, pour le cas de la sphere, le plan dıametral quı con- 
tient l’une de ces droites est perpendiculaire ä l’autre, de 
sorte qu'il existe un diamötre de cette sphere dont la direction est per- 
pendiculaire a la fois sur ces droites, et qui se trouve divise harmo- 
niquement aux deux points oü ıl les rencontre. Il seroit d’ailleurs 
inutile de rappeler ici les autres relations descriptives qui appartiennent 
aux polaires röciproques, et qui ont &te exposees aux Nos. 77. et suiv. 

109. Ces preliminaires &tant &tablis, nous considererons d’abord 
les relations de r&ciprocit6 qui peuvent avoir lieu entre les ouvertu- 
res d’angles dans la figure proposde et dans celle quı en est la po- 
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laıre reciproque a l’egard d’un cercle ou d’une sphere auxiliaire 
quelconque. 

Soit ABC (Fig. 23.) un angle quelconque situe sur le plan d’un 
cercle (5) de rayon arbitraire et dont le centre est S. Soient 4’ et (C' 
les pöles respectifs des cötes AD et BC de cet angle; les rayons indehi- 
nis 54° et SC’ seront done perpendiculaires ä ces cötes, et langle en S 
ou A'SC’ sera supplement de langle en P, qui comprend le centre 8 
entre ses Cötes, ou est egal A celui des angles en B qui, au contraire, 
ne comprend pas le centre S entre ses cötes; ces angles auront donc, dans 
tous les cas, m&mes sinus. (Quant a la polaire du sommet D, elle de- 
vra passer par les pöles 4’ et C’; ce sera par consequent la droite 4’C’ 
qui, soutendant langle au centre S ou A’SC, est perpendiculaire 
ä celle SB qui joint ce centre au sommet BD. 

Sı maintenant nous remplacons le cercle (5) par une sphere, et 
ies droites JD et BC par des plans quelconques, ıl arrıvera pareille 
chose a legard des pöles #4’ et C” de ces plans, sı ce n’est que la droite 
A’C' qui les joint, sera la polaire m&me de l’arkte BD, commune a ces 
plans ou l’angle qu'ils forment. 

Dans le cas actuel d’une sphere (S$), on peut aussi avoir a consi- 
derer, au lieu de deux plans, deux droites AP, BC se rencontrant en D, 
et formant par consequent un angle plan; alors les choses se passeront 
un peu differemment; car les reciproques de ces droites ne seront plus des 
points, mais des droites A’B', CB’ sıtuees elles-m&mes dans un plan 
(78.) polaire au sommet P, et dont lintersection 5° sera, ä son tour, le 
pöle du plan ABC. Neanmoins les plans 54’b’, SB’C’, qui contiennent 
respectivement ces polaires et le centre de la sphcöre, etant (108.) per- 
pendiculaires aux droites 4B et BC, formeront encore entr’eux un angle 
supplement de celui PC de ces droites, qui est tourne vers le cenire 
$; proposition qui aura m&me lieu pour deux droites quelconques dans 
lespace, c’est-a-dire qui ne se rencontreroient pas, et pour les polaires 
reciproques qui appartiennent A ces droites. 

Quant a Vangle forme par les polaires, ıl na aucun rap- 
port determine avec langle /5BC; en effet, d’apres ce quı pröcede, il 
est le suppläment de l’angle forme par les deux plans S4B, SBC qui 
contiennent le centre de la sphere ainsi que les droites AB, BC et qui 
sont perpendiculaires aux reciproques A’b', b’C’ de ces droites; or cet 
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angle depend, comme on voit, non seulement de l’ouverture absolue 
de Vangle {BC, mais encore de sa position ä legard du centre S de 
la surface auxilıaıre. 

Enüin on peut avoır a considerer, dans le cas de l’espace, l’angle 
iorme par un plan ZB avec une droite BC; alors la direction du rayon 
54 qui renferme le pöle 4° de ce plan, et la direction du plan diame- 
tral SB’C’ qui renferme la polaire B’C’ de cette droite, formeront en- 
core un angle egal a celui des deux angles en B, dont le cöte et l’edre, 
ou la face, ne comprennent pas entreux le centre S, ou mieux ne sont 
pas dırıg&s vers ce centre. 

En general, pour enoncer d’une maniere simple les rcsultats qui 
precedent et qui puisse les faire graver aisement dans la me&moire, on peut 
dire, que „langle de deux droites, ou de deux plans, ou d’un plan et 
d’une droite quelconques sıtuds dans lespace, est suppl&ment de celuı 
sous lequel on voit leurs pöles ou polaires reciproques du centre de 
la sphere, prise pour auxiliaire, ou est egal a ce m&me angle, selon que 
ce dernier comprend ou ne comprend pas ce centre entre ses edres 
ou cötes.” 

110. D’apres cela on voit que, „si deux figures quelconques sont 
polaires r&ciproques a legard d’un cercle ou d’une sphere, et quwil existe 
entre les ouvertures d’angles de l’une une certaine relation donnee, on 
pourra, de suite, en conclure une relation semblable entre les angles for- 
mes, autour du centre de la sphere ou du cercle auxiliaire, par les dia- 
metres ou plans dıametraux dont la direction contient les pöles ou polai- 
res des cötds et des edres des premiers angles.” Et reciproquement, ‚si 
Von connoissoit une telle relation d’angles au centre pour Tune des figu- 
res, on seroit en ctat d’en conclure, de suite, une autre semblable entre 
les angles m&mes des plans et des droites de la reciproque polaire.” 

Considerons, par exemple, un polygone &@quiangle sur un 
plan, son polaire reciproaue (60,) par rapport A un cercle quelconque, 
sera tel que les droites ou rayons diriges vers ses differens sommets, 
feront des angles consecutifs egaux entr’eux, pourvu qu'on les pro- 
longe indefiniment; ces angles d’ailleurs seront ceux sous lesquels on 
voit les differens cötes du polygone polaire, du centre du cercle directeur. 

Considerons encore un angle solide dont les angles diedres 
soient egaux entr’eux, le polygone plan qui est (81.) son polaire recipro- 
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que, jouira de la m&äme propriete que ci-dessus relativement au centre 
de la sphere prise pour auxiliaire; et si, de plus, les angles plans du 
solide propose &toient tous Eegaux entr’eux, non seulement les angles au 
centre, plans, sous lesquels on voit les differens cötes du polygone re- 
ciproque, seroient egaux entre-eux; mais il en seroit encore de m&me 
des angles diedres sous lesquels on voit les angles au perim£tre 
de ce polygone. 

111. Cesremarques s’@tendroient aisöment un poly&dre Equi- 
angle et a son polaire r&ciproque, en observant que les differens angles 
solides du premier ont, pour reciproques, les polygones plans du second 
et vice versa. En general, on traduira d’une maniere semblable tou- 
tes les relations d’angles qui pourroient avoir lieu dans un de ces po- 
Iyedres; car sı l’on considere, par exemple, un des angles solides qui le 
composent, le eentre de la sphere auxiliaire etant compris dans Yintc- 
rieur de cet angle, il sera aise de voir d’apres ce qui precede (109.), 
qu’en menant de ce centre des droites vers les sommets du polygone po- 
laire de langle solide propose, on formera un nouveau solide dont les 
angles plans seront supplemens des angles diedres respectifs du 
premier, et dont les angles diedres seront, A leur tour, supplemens 
des angles plans de ce premier solide; de sorte que le nouveau et l’an- 
cien angle solide seront proprement ce que les geometres sont convenus 
d’appeler des angles solides supplementaires. 

ILaa m&me chose ayant lieu entre les divers angles solides et les 
divers polygones plans des deux polyedres reciproques, on voit quelle 
espece de relation subsistera, en general, entre les angles propres de !’un 
et les angles au centre qui appartiennent A lautre. Mais, sans nous ar- 
reter aux cons@quences qu’on pourrait deduire de la pour les polyc@dres 
en general et pour certains polyedres en particulier, nous allons donner 
quelques exemples simples et facıles qui montreront l’importance et l’utı- 
lite des remarques ci-dessus (109.), en m&öme tems qu’elles serviront ä 
en faire connoitre l’esprit dans les applications a des proprietes donn&es. 

112. Supposons, en premier lieu, que la figure &tant tout entiere 
comprise dans le plan du cercle auxiliaire ($) (Fig. 23.), on considere 
un angle quelconque ABC, constant de grandeur et dont les cötes 
soient assujettis A se mouvoir autour de deux points quelconques A, € 
de leurs directions; les pöles 4‘ et C‘ des cötes de cet angle devront 
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aussi rester sur les polaires A’B’, 4’C’ des points fixes 4 et C’, et Yangle 
au centre A’SC’ sera constant comme suppl&ment de Tangle en B. 
A Vinverse, un point quelconque S et deux droites fixes 4’B’, 4’C' etant 
donnds sur un plan, aussi bien qu’un angle constant 4'5C’ mobile au- 
tour du point S, la figure polaire de ce systeme a l’egard d’un cercle 
auelcongue dont le centre est en S, sera pr&cisement composee d’un angle 
constant ABC mobile autour de points fixes 4 et C, comme celle d’ou 
nous sommes partis. Mais le sommet BD d’un tel angle se meut toujours 
sur un cercle passant par les points fixes A et B; donc la polaire 4'C“ 
qui soustend Yangle 4'5C’ roule ou glisse, de son cöte, sur une sec- 
tion conique tangente aux droites fixes A’b’, A’C’; ce qui donne lieu 
au theor&me que nous avons fait connaitre No,472, du Traite des pro- 
prietes projectives, 

113. Sı Tangle constant ABC, au lieu de pivoter autour des 
points fixes #4, C, demeurait perpetuellement circonscrit a une section 
conique quelconque, on voit que la corde A’C’, polaire de son sommet, 
demeureroit au contrs1re sans cesse inscrite (63.) A une autre section 
conique, en soustendant un angle constant 4’SC’ mobile autour 
du point S. Et recıproguement, on peut toujours regarder le systeme 
d'une section conique et d’un angle constant 4’SC’ mobile autour d’un 
point quelconque S de son plan, pris pour sommet, comme le r&cipro- 
que pelaire du premier ‘systeme. Toutes les foıs donc que le sommet 
decrira une section conigqgue, la corde ınscrite 4°C’ roulera pareil- 
lement sur une autre section conique: or cest ce qui aura lieu, en 
partienlier, lorsque Yangle RP ou son supplement S sera dreit: ainsı les 
thecor&mes des N” 487. et 458. de Youvrage deja cite sont r&cıprogques 
Yun de lautre. 

Maintenant on remarquera que, quand la courbe ä laquelle est cır- 
conscrit Yangle P est une parabole, ayant par consequent une tan- 
sente a l’ınfıni, sa polaire r&ciproque, circonscrite A toutes les cor- 
des #0’. passe (71.) par le centre S du cercle auxiliaıre, c’est- 
a-dire par le sommet de langle S; et reciproquement, que si le sommet 
de langle constant et mobile $ se trouve sur la courbe qui contient les 
extremites des cordes .#'C’ soutendantes de langle en 5, la courbe sur 
laquelle roulera langle {BC sera une parabole. Mais alors le som- 
met DB de cet angle se meut sur une section conique, qui devient une 
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ligne droite quand l’angle equivaut A un quadrant; donc pareille- 
ment la corde 4’C’ roule sur une autre section conique, qui se r&duit 
a un point, quand langle 45C’ est droit, et par consdquent les theo- 
remes des N” 452. et 481. de louvrage cite sont les reciproques de 
ceux Enonces art. 482. 

114. Ces considerations peuvent s’dtendre ä l’espace. 

En effet, trois plans quelcongues, formant un angle solide, au- 
ront pour recıproques polaires a l’&gard d’une sphere quelconque, troıs 
points compris dans le plan qui a pour pöle le sommet de l’angle so- 
lıde, et qui, etant joints par des droites au centre de cette sphere, don- 
neront lieu a un nouvel angle solide suppl&ementaire (111.) du pre- 
mier. Si donc l’un de ces angles se meut en demeurant constant, il 
en ira de mäme de l’autre; et, d’apres la theorie des polaires r&cipro- 
ques (91. et 93.), sı le premier a ses faces perpetuellement tangentes a 
une m£me surface du second degre, les points ou pöles qui determinent 
les arctes du second, demeureront continuellement sur une autre surface 
du second degr& quelconque, et vice versa, de telle sorte que le lieu 
des sommets du premier angle solide sera remplace (91.) par la surface 
enveloppe des plans qui contiennent les trois points. Or Monge a de- 
montre, en particulier, que, ‚‚quand trois plans rectangulaires tangens a 
une surface du second degre, se meuvent autour de cette surface, le 
sommet de langle trıedre rectangulaire quils forment, decrit en 
general une sphere; donc aussı:” 

Quand un angle trıedre rectangulaıre est mobile sur 
son sommet, le plan qui joint trois quelconques des points 
d’intersection de ses ar&tes avec une surface du second de- 
gre quelconque, ou, si l’on veut, le plan du trıangle qui sou- 
tend l’angle triedre dans cette surface,roule et glisse sur une 
autre surface qui est du second degre&e comme la premiere. 

(Juand le point qui sert de sommet commun a tous les angles 
triedres rectangulaires est sur la surface proposde, on demontre 
directement, avec Mr. Fregier, que les plans mobiles correspondans 
pivotent sur un point unique; mais alors, en se reportant a la figure 
primitive polaire r&ciproque de celle dont il s’agıt, on reconnait que la 
surface a laquelle est sans cesse circonscrit Fangle trıedre rectangulaire, 
a un plan tangent a linfini (97.) polaire du centre da la sphere auxi- 
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liaire ou du point qui sert de sommet a tous les angles de l’autre sy- 
steme; donc cette surface est alors Yun des paraboloides, et le lieu 
des sommets des angles trıiedres rectangulaires qui lui sont circonscrit, & 
la place d’&tre une sphere comme dans le cas ci-dessus, est simplement 
le plan directeur polaire du point fixe de l’autre systeme; 
de la möme maniere que, pour la parabole, le lieu des sommets des 
angles droits circonscrits est une droite unique, directrice ordinaire 
ou polaire locale de cette parabole etc. 

115. Sans entrer dans de plus grands details sur les propositions 
qui pr&ecedent, et sans discuter en particulier les relations qui peuvent 
lier entr’eux les dıvers objets qu’elles concernent, nous nous contenterons 
de remarquer, d’une maniere generale, que 

1) La r&eciproque polaire d’une cırconference de cer- 
cle, a l’egard d’un cercle quelcongque de son plan pris pour 
auxiliaire, est une section conique ayant pour foyer le oven- 
tre de ce dernier cercle, ei pour directrice la polaire du 
centre du premier; ?) la reciproque polaire d’une sphere, 
a Vegard d’une autre sphere quelconque prise pour auxi- 
lıaire, est pareillemeni une surface du second ordre de re- 
volution ayant pour foyer principal le centre de cette der- 
nıere sphere, et pour plan directeur le polaire du centre de 
ia premiere: theoröme dont les reciproques sont egalement vrais; c’est- 
ä-dıre que: 

La polaire d’une section conique ou d’une surface du 
second ordre de revolution quelconque, qui a pour foyer le 
centre d’un cercle ou d’une sphere pris pour auxiliaire, est 
une autre sphere ou un autre cercle ayant pour centre le 
pöle du plan directeur ou de la directrice. 

Cest, en eflet, ce quiil est aıise de reconnoitre en rapprochant, par 
exemple, les remarques du No. 112. de cette propriete tres anciennement 
connue des sections coniques: „langle sous lequel on voit, du foyer d’une 
section conique, la partie d’une tangente quelconque terminee aux deux 
tangentes qui repondent aux extremites du grand axe de la courbe, est 
toujours constant et egal a un quadrant.” 

116. Il suit de la, en particulier, que les diverses proprietes 
angulaires et descriptives dont jouissent les cercles et les 
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spheres peuvent se traduire imme&diatement en d’autres 
proprietes d’angles appartenant au foyer commun des sec- 
tions coniques et des surfaces du second degrd de revolu- 
tion, ce dont nous avons deja montre de beaux et de nombreux exem- 
ples, chap. 1. sect.1V. du Traite des propridtes projectives. 

Remarquons, en outre, que puisqu’un syst&me quelconque de cer- 
cles trac&s dans un plan, ou un systeme quelconque de spheres dans 
l'espace, a toujours, A l’infini, soit une secante, soit une section 
plane ıd&ale commune (m&me ouvrage, sect.I]. et suppl&ement), 
les lıgnes et les surfaces du second ordre qui en sont les polaires recı- 
proques par rapport a un autre cercle ou ä une autre sphere pris pour 
auxiliaires, auront aussı idealement (106.) pour points de concours 
des tangentes communes, ou pour sommet de cöne enveloppe 
commun, le centre qui sert a la foıs de foyer ä tout leur systeme; 
de sorte qu’elles jouiront entr’elles, sous ce rapport, de proprietes descripti- 
ves analogues ä celles qui appartiennent aux systemes de cercles ou de 
spheres qui ont un centre de sımilitude commun ou plus genera- 
lement aux systemes de lignes et de surfaces du second ordre, quı ont 
un centre d’homologie commun ou sont la projection, la per- 
spective en relief, les uns des autres *). 

De la resulteroit donc une foule de propositions et de rapproche- 
mens Curieux; mais nous ne saurions insister sur ces Consequences par- 
ticulieres et facıles, sans nous Ecarter du but general que nous cherchons 
a atteindre; c’est pourquoi nous allons passer a un dernier exemple re- 
latıf aux proprietes d’angles des figures dans l’espace. 

117. MM. Hachette et J. Binet ont d@emontre, pag. 71. du 
Il“ volume de la Correspondance polytechnique, que, „si, enire 
deux droites fixes quelconques, on fait mouvoir deux plans rectangulaı- 
res, la surface engendree par la droite intersection de ces plans, est une 
byperboloide a une nappe ou surface gauche quelconque du second degre.” 
Appliquant donc ä cet @nonce les principes exposes plus haut (109.), ou 
sera immcediatement conduit a cet autre theor&me qu’on peut regarder 
comme le reciproque du premier: 

Deux droites &tant situdes a volonte dans l’espace, si, 


*) Traite des proprielös projectives, sect. II. chap. 1., sect. IV, chap. 1. et sup- 


plement. 
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entre ces droites on faıt mouvoir un angle droit dont le 
sommet soit en un point fixe de l’espace, et dont les cötes 
sappuyent respectivement sur ces droites, la suite de celles 
qui appartiennent ä la fois aux paires de points de rencon- 
tre des droites fixes et des cötes de l’angle mobile, sera une 
surface gauche (92.) du second ordre, ou une hyperboloide a 
une nappe. 

115. En general on voit qu’il n’est, en quelque sorte, au- 
cune proprıete concernant les angles constans d’une cer- 
taine figure sıtude dans l’espace ou dans un plan, de la- 
quelleon n’en puisse deduire,ä l’aide des principes qui pre- 
cedent, une autre toute aussi generale, quoiqu’essentielle- 
ment dıstincte de la proposce. 

Parmı les diverses relations d’angles qui peuvent appartenir auX 
figures, et qui sont remarquables autant par leur utilit& propre que par 
leur generalite, je me contenterai de citer celles qui concernent les nor- 
males, les developpees et les lignes de courbure des courbes et 
des surfaces, qu’ıl seroit aise de transformer, A laide de la theorie des 
polaires reciproques, en d’autres egalement generales quoique, sans contre- 
dit, d’un bien moindre interet. Je citerai encore la description or- 
ganıque par le moyen d’angles constans, que Newton a donnee 
pour les Iignes du second degre, enfin toute la Geometrie organı- 
que du celebre Mac-Laurin, fondee sur ce theor&me de Newton, 
aussı bien que les recherches posterieures du m&me geomietre, imprimees 
dans les Transactions philosophiques de la Societe royale de 
Londres ponr 1735. Ces diverses propositions nous conduiroient, sur 
le champ, a d’autres entierement nouvelles, et ou, au lieu de decrire les 
courbes par le monuvement de certains points mobiles, on les construiroit 
par l’enveloppe de leurs tangentes etc. etc. Mais encore une fois, nous 
ne saurions nous arreter A ces corollaires faciles de la theorie des polaı- 
res reciproques, et ıl doit nous sufhire d’avoir montre, par quelques exem- 
ples simples, la nature et l’etendue des applications qu’on en peut faire. 

119. Au surplus, tout ce qui pröcede ne concerne uniquement 
que les relations d’angles d’ouverture donnee et constante, mais 
il est evident qu’on peut traduire, d’une maniere semblable, celles quı 
concerneroient des angles variables quelconques et dont on connoitroit la 
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loı en fonction des lıgnes trigonometriques; car, A laide des principes 
etablis au No. 109. et suivans, on pourra toujours traduire ces relations 
en d’autres concernant des angles supplämens des premiers, et qui auront 
pour sommet commun un point quelconque de l’espace, pris pour centre 
du cercle ou de la sphere auxiliaire. 

Par exemple, si, au lieu des normales d’une surface ou d’une 
courbe quelconque, on considere des systemes de droites ou de plans 
formant entr'eux et avec une courbe ou une surface donnde, des 
angles quelconques dont les sinus seroient assujettis a une loı deter- 
minde, les r&ciproques de ces droites, a l’egard d’un cercle ou d’une 
sphere auxiliaire choisis a volonte, seront comprises (109.) dans des 
plans passant par le centre de cette sphere, et formant respectivement 
des angles dont les sinus devront avoir entr’eux precis&ment la relation 
donnde entre les premiers. Ainsi par exemple, les proprietes generales 
des faisceaux de droites reflechies ou refractees pourront se 
traduire immediatement en d’autres d’une espece toute differente et qui, 
sans etre par elles- m&mes d’une Eegale importance, n’en seront pas moins 
utiles a considerer. On congoit en effet, que la recherche des relations 
qui appartiennent a ce systöme derive, pourra, dans certains cas parli- 
culiers, &tre plus simple et plus facıle, que pour la figure primitive elle- 
m&öme. Nous n’en dirons pas d’avantage sur ce sujet, attendu que nons 
aurons occasion, dans le paragraphe suivant, de considerer une classe 
tres etendue de relations entre les sinus des angles, et de dümontrer ainsi, 
d’une manicre plus particuliere, le partı avantageux que lon peut tirer 
des principes qui viennent d’ötre mis en avant dans ce gi: precede. 


Des relations projectives entre les lignes trıgonometrigues 
et les distances des figures polaires reciproques 
dans un plan. 


120. Nous avons vu (58.) qu’un faisceau quelcongue de droites 
VA,VB,VC,...VF (Fig. 24.) convergeant en un me&me point /7 sur 
un plan, et qu’on peut appeler simplement faisceau projetant, avoit 
pour reciproque, par rapport ä une section conique quelconque (S) prise 
pour auxiliaire, un systeme pareil de points 4, F', ranges 


sur une m&me droite, et vice versa; donc, Si l’on suppose, en particu- 
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lier, que (S) soit un cercle, toute relation existante entre les sinus des 
angles projetans formes autour du point 7, aura lieu egalement (110.) 
entre les sınus des angles forme&s par les droites ou rayons vecteurs 
qui, du centre S, projetent les pöles respectifs de ces droites, c’est-ä-dire 
entre les angles projetans des distances, rangees sur D’E’, qui ont pour 
extremites respectives les pöles des cötes des premiers angles; et reci- 
proquement toute relation entre les sinus des angles au centre S, aura 
lieu pareillement entre ceux des angles correspondans formes autour du 
pöle de D’/E. 

Cela pose, admettons qu’entre les distances des points donnes A’, 
B',C',...F‘, il existe une ou plusieurs relations metriques projecti- 
ves, de la nature de celles que nous avons definies art. 9. et suiv. du 
Traite des proprietes projectives, et qui ont et@ rappelees au 
No. 18. du precedent Memoire; la m&me relation aura donc lieu entre 
les sinus des angles qui projeteroient ces distances du point quelconque 
S; et, par suite de ce quı pröcede, elle aura lieu egalemeut entre les 
sinus des angles du faisceau 7. Donc toute droite 4F, prise pour trans- 
versale de ce faisceau, y determinera des points 4, B,C,...F, qui 
auront entr’eux precısement la mäme relation projective que les points 
4’, B', C',... quı leur correspondent. Et reciproquement, s’il existe 
entre les sinus des angles du faisceau 7, ou entre les distances qui sou- 
tendent ces angles sur la transversale arbitraire 4F, une relation de la 
nature de celles qui precedent, cette m&me relation aura lieu aussi en- 
tre les distances correspondantes des pöles A’, B’, C',... F’ des cötes 
de ces angles. 

121. Tout ce qui suit se rapportant essentiellement aux relations 
metriques qui sont de la nature de celles dont nous venons de rappeler 
le caractere particulier, nous nous contenterons, pour la simplicite du 
langage, de les designer par l’epithete generale de relations projec- 
tives; on devra se rappeler en consequence, que, non seulement de tel- 
les proprietes subsistent ä la fois pour la figure donnee et pour toutes 
ses projections centrales ou perspectives sur un plan quelconque; 
mais qu’encore ces m@mes relations devront satisfaire aux conditions 
prescrites dans les endroits cites; de sorte qu’elles auront lieu egalement 
entre les sinus des angles projetans des diverses distances qui y en- 
trent, c’est-äAdire des angles dont les conples de cötes s’appuient respec- 
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tivement sur les extr&mites de ces distances, et sur un point quelconque 
de l’espace, pris pour sommet ou pour centre de projection. 

Pareillement, par relation projective entre les sinus d’an- 
gles d’un faisceau quelconque de droites convergeants en un möme point, 
nous entendrons toujours parler d’une relation qui subsisteroit &galement 
entre les distances correspondantes d’une figure, sur les differens points 
de laquelle s’appuieroient les dreites ou projetantes du faisceau, et qui 
seroit projective pour cette figure. Or il suit de cette definition, que, si 
on coupe un tel faisceau par un plan arbitraire, et que, dans la rela- 
tion qui lui appartient, on remplace chaque sinus d’angle par la distance 
qui, sur le plan arbitraire, soutend cet angle, la nouvelle relation devra 
avoir lieu egalement entre toutes les distances pareilles, et sera d’ailleurs 
projective pour la figure a laquelle ces distances appartiennent. 

En supposant qu’on voulüt distinguer, de tous les'autres, le faisceau 
de droites qui vient d’etre defini en particulier, on pourroit le nommer 
faısceau projectif; ıl est visible en effet, qu’un pareil faisceau, mis 
en perspective, conservera toujours les m&mes propridtes (voyez le Traite 
des proprietes projectives, N” 10. 576. et suiv.). 

122. Soit maintenant une figure quelconque AMBC... (Fig. 25.) 
donnde sur le plan d’un cercle (8) pris pour auxiliaire, et supposons qu'il 
existe entre les distances AM, AB, BN\, ... de cette figure une rela- 
tion metrique projective; ces proprietes seront donc telles que, si 
Yon me&ne d’un point quelconque 7 du plan de la figure, un faisceau de 
droites projetantes 7A, VM, Vb,... vers les extremites 4, M, B,... 
de ces diverses distances, il y aura entre les sinus des angles forme&s par 
ces droites, la möme relation qu’entre les distances dont ıls sont les an- 
gles projetans respectifs. Passant donc ä la figure reciproque de la pro- 
posce a l’egard du cercle auxiliaire quelconque (S), et observant que les 
projetantes 7A, VM, VB,... ont pour pöles une suite de points A’, 
‚M', B', ... ranges sur la polaire de 7, et situ&s aux intersections re- 
spectives de cette polaire et de celles qui appartiennent aux extr&mites 
A, M, B,... des distances que l’on considere, on en concluera' (120.) que 
la relation projective qui existe entre ces distances, a lieu &galement 
dans la figure reciproque, entre les distances des points ou pöles qui ap- 
partiennent & la polaire de 7; mais le point / est arbitraire; done on peut 
enoncer ce thcor&me general, dont le reciproque est &egalement vraı: 
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Une figure quelconque &tant donnede sur un plan, s’il 
existe entre les diverses distances de ses points une rela- 


tion metrique projective, la relation existera aussi, 


dans la polaire r&ciproque de cette figure, prise par rap- 
portä un cercle auxiliaire quelconque de son plan, entre 
les distances correspondantes forme&es sur une droite ar- 
bitraire par les intersections de cette droite avec les po- 
laires des extr&mites respectives des premieres. 

Et reciproquement: 

S’il existe une relatıon pareille entre les distances 
des points d’intersections d'une transversale arbitraire et 
des diverses droites de l’une de ces figures, la mä&me rela- 
tion aura lieu aussi entre les distances de sa re&ciproque, 
qui ont pour extr&emites respectives les pöles des droites 
dont il s’agıt, pourvu toute fois qu’elle soit de la nature 
projective, quand on l’applique ä cette reciproque. 

123. Mais ce n'est pas tout encore, la relation metrique que nous 
supposions exister entre les droites 2A, HR, ZIN,... de la figure proposee 
ayant lieu aussi, d’apres sa nature (1?1.), entre les sinus des angles pro- 
jetans de ces distances, forme&s autour de S, pris en particulier pour cen- 
tre de projection; et, d’un autre cöte, chacun de ces angles, tel que DSC 
par exeinple, ayant sınus (10%9.) que l’angle D’cC" forme par les 
polaires eD‘, cC’ des extr&mites D et C de la distance correspondante 
CD, on voit que, dans la figure reciproque de la proposcee AUBD..., 
la relation ci-dessus entre les distances, se change en une relation pa- 
reille entre les sinus des angles formes par les polaires des extr@mites 
de chacune delles; d’ou ce nouveau theor&me general: 

S’il existe entre les distances d’une figure plane quel- 
conque une relation metrique projective, la m&me relatiou 
aura lieu encore, dans la reciproque de cette figure prise 
par rapport a un cercle auxiliaire quelcongue de son plan, 
entre les sinus des angles forme&s par les polaires des ex- 
tr&emites respectives de ces distances. 

Et reciproquement: | 

S’'ıl existe une certaine relation entre les sınus des 

angles de certaines droites de la figure primitive, la m&me 
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relation aura lieu aussi entre les distances de la r&ecipro- 
que dont les extremites respectives sont les pöles de ces 
droites, pourvu que cette relation soit, de sa nature, pro- 
jective quand on l’applique ä cette r&eciproque. 

124. On peut remarquer en passant, quwattendu la nature parti- 
culiere des relations que nous venons d’examiner, ces diflErens theord- 
mes auroient lieu, d’une maniere analogue, dans le cas ou, a la place 
d’une cercle, on prendroit une section conique quelconque pour directrice 
ou auxiliaire; car on peut toujours considerer un de ces sysiemes 
comme la perspective ou projection centrale de l’autre, pourvu nean- 
moins que les figures auxquelles ıls se rapportent, soient elles m&mes 
projectives de leur nature, et ne concernent par consequent aucune gran- 
deur constante et determinee. 

Au sur plus, je crois devoir le dire expressement, cette observa- 
tion, qui s’applique Egalement au cas de l’espace que nous aurons bientöt 
a examiner, n’ajoute rien A la generalite des consequences qu'il est pos- 
sible de deduire des theor&mes pröcedens (107.) quoique leur Enonce sup- 
pose que les figures polaires r&ciproques soient prises simplement par rap- 
port ä un cercle auxiliaire; les reflexions generales presentees art. 100). et 
suivans sont donc egalement applicables au cas particulier dont ıl s’agıt. 

125. Nous allons terminer l’exposition de ces principes relatıfs 
aux figures planes, par quelques applications particulieres a des proposi- 
tions deja connues, seulement pour en faire pressentir la fecondite et les 
rendre familiers a l’esprit du lecteur. Et d’abord nous ferons observer, 
d’une maniere generale, que les proprietes nombreuses de la Geome- 
trie de la regle et de la theorie des transversales peuvent tou- 
tes recevoir l’application de ces principes, de sorte quelles sont suscepti- 
bles d’&tre immediatement traduites en d’autres &galement interessantes, 
et dont la plupart sont encore peu connues ou m&me entierement igno- 
rees des geometres. En effet, ces relations ou proprietes, comme nous 
l’avons montre ailleurs, se rapportent essentiellement ä ce que nous ve- 
nons d’appeler relations ou propriet&s projectives; mais, pour n'en 
pas rester a ces assertions generales, nous allons examiner successive- 
ment quelqnes exemples fort simples, en abandonnant au lecteur le soin 
de faire de semblables applications aux autres relations de la theorie des 
trausversales. 
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Soit un polygone plan quelcongue coupe par une droite arbitraire 
prise pour transversale, chaque point d’intersection. formera deux seg- 
mens sur le cöte correspondant, et Yon saıit que le produit de la moitie 
de ces segmens, qui n’ont pas d’extremites communes, egale le produit 
de tous les autres segmens; or, en passant a la polaıre r&ciproque de cette 
figure, on aura a considerer (61.) un nouveau polygone BCD...E (Fig. 26.), 
des sommets duquel on aurait men& des droites vers un point quelconque 
Y de son plan, representant le pöle de la transversale. Mais chaque 
segment du premir polygone doit &tre remplace (123.) par le sinus de l’angle 
des polaires quı repondent a ses extremites, c’est-a-dire (61.) par le sinus 
de lYangle de chaque nouveau cöt& avec Yun des rayons vecteurs ou 
BY, correspondans; donc le produit des sinus de la moitie de ces 
angles qui appartiennent ä des sommets differens du poly- 
gone ABCD...F, egale le produit des sinus de tous les autres; 
c’est-a-dire qu’on a sinAF.sin = 
sin/EA.sın VEF, sin /DE.siın /CD....sın /AB. 

D’ailleurs le polygone dont ıl s’agıt est quelconque, aussi bien que 
le polygone primitif ou son reciproque, et il en est de m@me encore du 
point 7; donc le principe qui precede est general et s’applique A toute 
espece de polygones plans. 

126. Le m&me principe a ete etabli, d’une autre maniere, par 
Mr. Carnot, page 301. de la Geometrie de position; mais ce sa- 
vant geometre n’a pas remarque que, si a travers le systeme de toutes 
ies droites, forme tant par les cötes du polygone BCD...F, que par 
les rayons ou projetantes qui joignent ses sommets au point /, on mene 
une nouvelle droite quelconque Ö’e‘, prise pour transversale, la relation 
quı existe entre les sinus des angles ci-dessus avaıt egalement lieu entre 
les segmens af’, fe‘, ed‘, .... interceptes par ces m&mes angles ou leurs 
supplemens, sur cette transversale; or c’est ce qui resulte evidemment 
du principe de l’art. 122., applique au cas particulier dont il s’agit. 

Cette nouvelle proposition est d’ailleurs une consequence des re. 
marques faıtes aux articles 174. et 175. du Traite des propriktes 
projectives des figures, puisque les segmens de la transversale d’e‘ 
sont verıtablement la projection faite, du point 7’, des paires de segmens 
jormes sur les dıfferens cötes du polygone ZBCD...F, a compter de cette 
meme transversale. 
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127. Considerons encore un triangle, des sommets duquel on au- 
rot abaisse, par un point quelconque, des droites sur les cötes opposes; 
elles determineront, sur chacun de ces derniers, deux segmens, et tous 
ces segmens auront entr’eux, comme on sait, une relation analogue ä 
celle qui vient d’etre definie prec&demment. En passant donc ä la figure 
reciproque, on concluera immediatement des principes dejä citds, cette 
nouvelle proposition: „Un triangle 4BC (Fig. 27.) &tant coupe par une 
droite arbitraire B’C/4', si Yon joint chacun de ses sommets avec le 
point d’intersection du cöte oppose, par une nouvelle droite, cette droite 
partagera en deux autres Yangle correspondant du triangle ou son sup- 
plement; or si Yon multiple entr’eux les sinus de trois quelconques de 
ces angles qui n’appartiennent pas aux m&mes sommets, ce produit sera 
egal a celui des sinus des trois autres angles.” 

On voit, en outre, que le systeme des trois droites ainsi tracees 
et des cötes du triangle, sera coupe par une nouvelle transversale recti- 
ligne arbitraire ad, en six points, dont les distances auront entr’elles la 
me&me relation que les sinus des angles correspondans. Ces deux propo- 
sitions s’etendraient aisement d’ailleurs a des polygones d’un nombre quel- 
conque de cötes, au moyen du theor&me de Vart. 159. du Traite des 
proprietes projectives. 

128. Les m&mes principes, appliques aux propositions qui font 
le sujet des articles 515. et 527. de cet ouvrage, et qui sont relatives 
aux polygones inscrits et circonscrits a des sections coniques quelcongues, 
feroient voir que ces propositions sont reciproques entreelles; de telle maniere 
que, l’une d’elles etant supposce etablie, l’autre s’ensuit immediatement. 

On s’assurera pareillement que les propositions des No. 24., 44. et 
45. de notre precedent Memoire sur les centres de moyennes 
harmonigques, sont respectivement les r&ciproques de celles du No. 
et des premiere et deuxieme propositions du No. 49. etc. On pourroit 
meme en enoncer plusieurs autres d’un genre analogue, et que nous 
avons neglige de faire connoitre dans Je M&moire cite; mais nous nous 
contenterons d’indiquer ces diverses recherches comme des exercices pro- 
pres A faciliter Tintelligence des principes de la theorie des polaires re- 
ciproques, et nous passerons de suite A quelques exemples entierement 
neufs, concernant les sectians coniques et les courhes geometriques en 


general. 
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129. Soit d’abord une section conique quelconque (Fig. 28.), cou- 
pee par un trıiangle abe, dont les directions (A), (B), (C) des cötes pro- 
longes, sont prises pour transversales de la courbe; on aura, comme on 
sait, en nommant » et p‘ les interseetions de @b avec cette courbe, % et 9° 


celles de dc, enfin r et r‘ celles de zc, la relation projective suivante: 


ap.ap’! bq.bg‘ er.cr’ __ 1 


bp.bp‘ "cq.cg‘ ar.ar’ 
Si, de la, nous passons a la figure röciproque a l’egard d’un cercle pris 
pour auxiliaire, nous aurons A considerer (60. et 65.) un nouveau triangle 
ABC (Fig: 29), dont les sommets seront les pöles respectifs des cötes du 
premier et vice versa, et une nouvelle section conique pour laquelle 
les paires de points p, p»‘, 9, g/, r, r‘, appartenans aux intersections de 
la premiere et des cötds du triangle abc, se seront changes en des pai- 
res de tangentes (»), (p‘); (9), (9); (r), (r’) issues des sommets respec- 
tifs €, 4, B du triangle polaire PC; donc on aura (123.), d’apres la 
relation ci-dessus, et en convenant d’exprimer par (a,p), (a, p‘) etc. les 

angles form&s respectivement par les droites (@) et (p), (a) et (p‘) etc. 
sin (a, p).sin(a,p’) sin (b, g). sin (b, g’) sin(c,r).sin(c, r’) __ 
sin(b, p). sin (b, p‘)'sin(c, q).sin(c,g‘) sin(a,r).sin(a,r‘) 
relation qu’on peut se contenter d’ecrire ainsi pour plus de simplicite: 
[sin (a, p)] [sin (2, g)] [sin ‘oe, r)] 
[sin (b, p)] [sin g)] 

et qui donne lieu A cet Enonce: 

Un trıangle Etant situ& quelque part sur le plan d’une 
section conique quelconque, si, de ses differens sommets, on 
mene des paires de tangentes a la courbe, chacune d’elles 
divisera l’angle correspondant du triangle ou son supple- 
menten deux autres; cela pos&, sı l’on forme les differens 
produits de sınus des paires d’angles compris entre chaque 
cöte et les tangentes ıssues de l’un de ses sommets, puıs 
qu’on multiplie entr’eux trois quelconques de ces produits 
relatıfs a troıs sommets differens du trıiangle, on obtiendra 
un r&esultat qui sera le m&äme que celui qu’on auroit en mul- 
tipliant entre-eux les trois autres produits restans. 

Ajoutons (122.) que, si l’on trace ä volonte une transversale recti- 
lıgne br’ a travers le systeme de toutes ces tangentes et des trois cötds 
du triangle et qw’on nomme respectivement a, b, c ses intersections 


1, 
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avec les cötes (a), (b), (c); p, p' ses Intersections avec les tangentes (p), 
(p‘), et ainsi de suite, on aura &galement la nouvelle relation, 
ap.ap’ bg.bg’ cr.cr‘ 
bp.bp’'cg.cg’ ar.ar‘ 
entierement analogue a celle d’oü nous sommes partis, et qui est relative 
au trıangle transversal abc de la figure 28. 

130. _Maintenant sı !’on observe que cette derniere relation, mise 

pour abreger sous la forme 

(ap).(by).(er) 

(bgq).(eg).(ar) 
sapplique ou s’etend a une courbe quelconque du degre nz prise pour 
transversale du triangle abe (Fig. 25.), on en conclura facilement (101.), 
que les propositions inverses qui precedent, auront lieu Egalement pour 
un triangle quelconque ABC (Fig. 29.) trace sur le plan d'une telle courbe, 
et pour les trois grouppes de m(m-—-1) tangentes issues des sommets de 
ce triangle; tout consistera simplement a €tendre, d’une maniere conve- 
nable, la signification des produits de segmens et de sinus compris dans 
chaque parenthese tels que (ep), [sin(a,p)], de la m&me maniere qu’on 
l’a fait pour le cas simple d’une section conique. 

Eufin, puisque la preoposition du triangle transversal, d’oü nous 
sowmes partis precedemment, setend a un polygone d’un nombre de cö- 
tes queleonque, ıl en est de m&me aussi des propositions inverses que 
nous en avons deduites laide de la theorie des polaires r&ciproques. 

Nous terminerons ici ces exemples, quil seroit facıle de multiphier, 
pour reprendre, dans le paragraphe »uivant, la theorie que nous n’avons 
encore exposee que pour le cas ou les figures sont dans un meme plan. 


Des relations projectives entre les lıgues Lrıgonometriques 
et les distances des figures polaıres recıproques 
dans l’espace. 

131. Prenons toujours une surface spherique dont 5 (Fig. 24.) est 
le centre, pour servir d’auxılıaire ou de directrice aux pöles et 
polaires; et considerons, en premier lieu, une suite de plans 7A, Vs, 
VC,... passant par une me&me droite 7; leurs pöles respectifs A‘, B', 
... seront, comme on sait (77.), situes sur une m&me droite 


polaire de 7; et, sı Von joint chacun de ces pöles avec le centre S de 


| 
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la sphere auxiliaire, par des droites ou rayons vecteurs, les angles 
appartenant a ce faisceau de droites, auront m&mes sinus (109.) que les 
angles correspondans du systeme de plans convergens 7A, VB, VC,...; 
sı donc (121.) ıl existe une certaine relation projective entre les sinus 
des premiers, elle aura lieu egalement entre ceux des seconds et vice 
versa. Mais d’apres sa nature particuliere, une telle relation ne sauroit 
avoir lieu entre les sinus des angles du faisceau 54’, SB‘, SC’, ..., 
sans avoir lieu Egalement entre les distances correspondantes qui sdparent 
les points ou pöles 4’, B’/, C’, ... dela droite D’E‘, et vice versa, donc: 


S’ıl existe une relation me&trique projective entre les 
distances de points quelconques ranges en ligne droite, elle 
aura lieu, de möme, entre les sinus des angles correspon- 
dans des plans polaires de ces points. 


Et recıproquement: 

S’ıl existe une pareille relatıon entre les sinus des 
angles d’un systeme de plans passant par une m&me droite, 
la m&me relation aura lieu aussi entre les distances cor- 
respondantes des pöles de ces plans range&s en ligne droite. 


132. On remarquera a ce sujet que, d’apres la nature particuliere 
des proprietes metriques projectives (121.), „plusieurs points 4, B,C,... F, 
ranges sur une m&me droite, ne sauroient avoir entr’eux une telle rela- 
tion, sans que cette relation n’eüt lieu egalement entre les sınus des an- 
gles correspondans formes par les plans 7A, VB, FC,... qui passe- 
roient par ces points respectifs et par une droite quelconque 7,” et reci- 
proquement que, „si elle a lieu pour les sinus de tels plans, elle aura 
lieu €egalement pour les distances comprises, entre ces plans, sur une 
transversale quelconque AF.” 


Plus gen&ralement encore, „si une relation metrique projective a 
lieu entre les distances appartenants aux points d’une figure quelcongne 
ABMCN... (Fig. 25.) situee dans l’espace, cette relation existera pareil- 
lement entre les sinus des angles diedres dont les plans passeroient par 
leurs exträmiteds respectives et par une droite quelconque 7.” En effet, 
sı Yon fait la projection orthogonale de toute la figure sur un plan per- 
pendiculaire ä l’aröte commune /, cette m&me relation aura lieu, soit 
entre les distances simples de la projection, soit entre les sinus des angles 
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qui mesurent, sur le nouveau plan, les angles du faisceau de plans que 
l’on considere dans l’espace. 

“Quant ä la proposition rdciproque, elle ne peut avoir lieu (121.) 
qu’autant que la relation qu’on supposeroit exister entre les sinus des plans 
convergens, transportee aux distances de la figure correspondante, rem- 
pliroit, pour cette figure, les conditions assignees aux relations metriques 
projectives que nous considerons en particulier. 

D’apres les raisons deja specifides a la fin du No. 121., on pourra 
pour plus de simplicite, designer un systeme de plans, tels que celui qui 
vient d’etre defini, par l’Epithete de faisceau projectif. 

133. Concevons maintenant que les plans YA, VB, F(,.... 
(Fig. 24.), au lieu de passer par une m&me droite, comme precedem- 
ment, soient seulement assujettis a avoir un point commun 7; leurs 
pöles 4’, cesseront d’ötre en ligne droite et seront simple- 
ment (76.) places dans le plan D’E’ polaire de 7; quant aux rayons ou 
projetantes S4', SB’, SC’, .. ., les sinus de leurs angles seront toujours 
egaux A ceux des plans qui passent par / et leur correspondent respecti- 
vement. Mais, lorsquiil existe entre les distances d’une figure plane 
A'B’C’D'... une relation projective de la nature de celle que nous avons 
envisagdes jusqu’a present, elle doit aussı avoir lieu (121.) entre les sinus 
des angles projetans de ces distances, formes autour d’un point quelcon- 
que S, pris pour centre de projection, et reciproquement; donc une sem- 
blable relation ne sauroit avoir lieu, soit entre les angles diedres des 
plans 7, soit entre les angles plans des rayons ‚$ qui joignent leurs pö- 
les au centre S, soit enfin entre les dıstances correspondantes de ces dif- 
ferens pöles, sans quelle n’eüt lieu, de la m&me mani£ere, pour les deux 
autres systemes; principe qu'on peut enoncer ainsi: 

S’il exıste entre les distances des points d’une fıgure 
plane quelconque D’E‘, une relation me&trique projective, la 
m&me relation aura lıeu aussi entre les sinus des angles 
diedres forme&s par les plans polaires respectifs de ces 
points, plans qui convergent en un m&me point 

Et reciproquement: 

S’ıl existe une certaine relation entre les sinus des 
angles diedres d’un faisceau / de plans convergens en un 
m&me point, elle aura lieu &egalement entre les distances 
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des paires de points quı sont les pöles de ces plans; pourvu 
toute fois qu’elle satisfasse aux conditions de projectibilite 
(121.) dans la nouvelle figure. 

134. Supposons, en outre, que, d’une droite quelconque X, on di- 
rige des plans vers tous les points #4‘, B/, C’,... du plan D/E‘; la re- 
lation projective qui est censee avoir lieu entre les distances de ces points, 
aura lieu Egalement entre les sinus des angles diedres qui comprennent 
leurs extremites respectives (132.); donc les pöles de ces plans, ranges 
sur une droite 4/ polaire de X, et situ&s ä la rencontre de cette droite 
et des plans 7A, YB,..., seront tels (131.) qu'il existera, entre leurs 
distances mutuelles, Ja m&me relation projective qu’entre les sinus des 
angles diecdres des plans qui en renferment les extr&mites, ou qu’entre 
les distances de la figure plane 4’, 5’, C',...; c’est-a-dire que 

systeme des plans quı convergent en est tel que 
toute droite Z/, prise pour transversale, y determine des 
points dont les distances respectives ont, entr’elles, Ja m&me 
relatıon projective que celle qui existe entre les sinus des 
angles diedres correspondans. 

La recıproqgue de cette proposition setabliroit de la m&@me ma- 
niere: c’est-a-dıre que, 

Sı un faısceau de plans, convergeni en un meme 
point /, est iel que toute droite, prise pour transversale, y 
determine un systeme de points jowissant d’une relation 
projective, Jlame&äme relatıon aura lieu aussi entre les sinus 
des angles diedres correspondans. 

Noublions pas toute fois que cette derni@re relation doit satisfaire 
aux conditions de projectibilite, dans la figure fornıde par le systeme des 
pöles des plans, ainsı qu’il a ete specifie expressement a la fin de Fart. 133. 

Par les raisons deja deduites egalement dans le No. 121., pour les 
sımples faisceaux de lignes droites, on pourrait nommer le faisceau de 
plaus dont ıl siagıt, faisceau projectif, et la relation de sinus qui 
luı appärtient, relatıon projective. 

Enfin, sı l’on coupe un tel faisceau de plans par un dernier plan 
arbitraire, il en resultera un systeme de lignes droites jouissant evidem- 
ment de Ja mäme propriete que ce faisceau a l’cgard d’une trausversale 
rectiligne quelconque: or un tel systeme de droites est tres remarquable 
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en general, et nous avons deja eu l’occasion d’en Etudier les proprictes 
reciproques aux N” 122. et 123. 

135. Au lıieu d’un systeme de plans 7A, VB, VC,... (Fig. 24.), 
considerons maintenant un systeme de droites convergens en un point 
unique 7 de l’espace, et representdes par les m&mes lettres; les polaires 
reciproques #', B', C,... de ces droites seront situdes (78.) dans un 
plan unique D’E‘, polaire de /. Cela pose, admettons que le faisceau 
des droites 7 soit un faisceau projectif (121.); en le coupant par un plan 
arbıtraire AF, il en resultera un certain nombre des points dont les 
dıstances respectives auront entr’elles la relation metrique projective qui 
appartient aux sinus des angles de ce faisceau. Mais en passant a la 
figure B‘, . polaire reciproque de celle dont il s’agit, a l’egard 
de la sphere (5), le plan 4F sera remplac& par un point X pöle de ce 
plan, et ses diflerentes intersections A, B, C, ..., avec les droites du 
Taısceau, le seront par des plans passant par le point X et les differentes 
droites A’, C/, ... reciprogues de celles AB, VC du möäme 
faisceau; donc, d’apres les th&orämes ci-dessus (133.), les relations pro- 
jeetives qui ont lieu entre les sinus des angles de ces dernieres droites 
appartiendront aux angles diedres correspondans des plans XA', Ab‘, 
XÄC',... qui, du point arbitraire Ä, projettent les droites reciproques 
B',C,... de celles la. 

Ainsi le faisceau X des plans projetans sera analogue a celui qui 
a ete defini ci-dessus (134.); il devra donc aussi jouir des m&mes pro- 
prietes; et, par exemple, „si on le coupe par une droite transversale ar- 
bitraire, ıl exıstera entre les distances respectives des points d’intersec- 
tion, les m&mes relations projectives qu’entre les sinus des angles diedres 
qui comprennent ces distances par leurs extremites;” c’est ce que, au sur- 
plus, on pourroit &tablir directement a lYaide de la theorie de polaires 
reciproques, et par l’examen de ce qui se passe dans le faisceau primitif 
des projetantes /. Remarguons seulement que si, dans le plan des droi- 
tes 4’, 5’, C',... ., on trace une autre transversale rectiligne, les points 
ou elle ıra rencontrer ces droites devront jouir de la propriete dont ıl 
sagit: en eflet tout revient &evidemment a prouver (131. et 77.) que 8), 
„d’une droite arbitraire passant par le sommet du faisceau 7, on mene 
des plans vers les differentes droites de ce faisceau, les sinus des angles 
de ces plans ausont eutrreux les mömes relations projectives que ceux 
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des angles formes respectivement par ces droites;” „or c'est ce qui a 
necessairement lieu (132.) puisque ces plans et ces droites S’appuient sur 
les differens points d’une figure 4, B, C,... dont les distances ont en- 
tr’elles, par hypothese, les relations projectives dont il sagit. Concluons 
donc de tout ce qui pr&cede, que, 

Etant donne, dans l’espace, un faisceau projectif de 
droites convergens en un m£&me point, c’est-a-dire (121.) qui 
s’appuient sur les differens points d’une figure jouissant 
d’une certaine relation me&trique projective, 1) la m&me re- 
lation aura lieu entre les sinus des angles correspondans 
des faıisceaux; 2) le systeme plan des polaires r&eciproques 
des droites quı le composent, sera tel qu’en le coupant par 
une droite arbitraire, les distances respectives des inter- 
sections auront entr'elles la relation projective dont il s’a- 
git; 3) si, d’un point quelconque de l’espace, on mene des 
plans vers ces m&mes polaıres, les sinus de leurs angles au- 
ront encore entr'eux la m&äme relation. 

Il est d’ailleurs entendu que, dans ces dıverses figures et relations, 
on a soin de prendre toujours les angles et les distances qui se cor- 
respondent directement. (Juant a la proposition r&ciproque, elle est assez 
evidente par elle-m&me pour qu'il soit superflu de l’enoncer. 

136. On tire, de ce qui precede, une nouvelle propriete du sy- 
steme de droites que nous avons considere (art. 134.), laquelle peut s’e- 
noncer ainsı: 

Quand un systeme de droites quelconques 4, C,... 
sıtudes dans un plan, est tel qu’en le projetant d’un certain 
point Ä de l’espace, par de nouveaux plans, les angles die- 
.dres qu’ıls forment ont entre leurs sınus une certaine re- 
latıon metrique projective (134). La relatıon a lieu 
egalement pour tout autre faıisceau de plans projetans, de- 
termines par un point quelconque de l’espace. 

Jajouterai pour derniere remarque que, quand les droites du fais- 
ceau 7” sont daus un me&me plan, non seulement ıl en est ainsı de leurs 
reciproques 4‘, B’, .. ., mais queencore celles-cı concourent &gale- 
ment en un point uniquo, pöle du plan des premieres; de plus, ıl est 
vısible que les relations projectives de lun de ces faisceaux appartien- 
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dront aussi lautre, en sorte qu'ils seront parfaitement reciproques 
entreux. 


137. Ces preliminaires nous mettent en &tat d’aborder direcie- 
ment le cas general ou l’on a & considerer des relations metriques pro- 
jectives appartenants ä une figure quelconque dans l’espace, ou a la po- 
laire r&eciprogue a l’egard d’une sphere prise A volonte pour auxiliaire. 

Soit en effet 4, M, B, N, C,... (Fig. 25.) le systeme des points 
proposes, S le centre de la sphere prise pour auxiliaire; supposons qu'il 
existe une certaine relation metrique projective entre les distances /M, 
MB; ... CP, PD, appartenant a ces points; par un raisonnement ana- 
logue a celui du No. 125. et qu'il est inutile de reproduire, on concluera 
que la m&me relation devra avoir lieu entre les sinus des angles diedres 
correspondans des plans 4’, aM',... cP‘, cC’ polaires des extr&mites 
de ces distances respectives. On pourra donc &noncer, pour le cas de 
lespace, ce theor&me entierement analogue a celui de l’endroit cite: 


S’il existe entre les diverses distances d’une figure 
donn&e dans l’espace, une relatiion me&trique projective, la 
meme relation aura lıeu egalement entre les sinus des an- 
gles diedres forme&s par les plans polaires des extr@emitcs 
respectives de ces distances, par rapport aA une sphere au- 
xiliaire quelcongque, 


Et reciproquement: 

S’il existe une certaine relation entre les sinus des 
angles diedres des plans d’une figure quelcongque, la m&me 
relation aura lieu aussi entre les distances de la r&ecıpro- 
que, dont les extr&emites respectives sont les pöles de ces 
paıres de plans; pourvu que cette relation soit, de sa nature, 
projective quand on l’applique ä cette reciproque. 


138. Supposons maintenant que, d’une droite quelconque 77 de 
Vespace, on mene des plans vers les differens points de la figure AMBC... 
consideree ci-dessus, le faisceau de ces plans sera projectif (132.) 
puisque, par hypothese, les distances de cette figure ont enirelles une 
relation projective; on concluera imme&diatement ce theoreme du 
principe de l’art. 131., en observant que les plans YA, VB, VM, ... 
dont il s’agit et qui renferment les differens points de la figure proposee, 
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ont leurs pöles situ6s a la rencontre de la polaire de la droite quelcon- 
que 7 et des plans polaires des points respectifs 4, B, M,.. .: 

S’ılexiste, entre les diverses distances d’une figure 
donnde dans l’espace, une relation metrique projective, la 
möme relation existera pareillement dans la figure reci- 
proque, entre les distances correspondantes forme&es, sur 
une droite arbitraire, par les intersections de cette droite 
avec les plans polaires des extr&mites respectives des pre- 
mieres distances. 

Et reciproquement: 

S’ilexiste une semblable relation entre les distances 
des points d’intersection d’une droite arbitraire et des di- 
vers plans d’une figure donne&e dans l’espace, la m&me re- 
lation aura lieu aussi entre les distances de la figure re- 
ciproque, qui ont pour extr&emites respectives les pöles des 
plans dont il s’agit; pourvu toute fois (132.) que cette rela- 
tion soit, de sa nature, projective quand on l’applique a 
cette recıproque. 

Autrement en effet, la relation auroit sımplement lieu (131.) entre 
les sinus des angles diedres form&s par un faisceau de plans menes, d’une 
droite arbitraire, vers les differens points de cette m&me reciproque. 

139. Les principes des N” 133., 134. et suivans, concernant les 
faısceaux de droites et de plans, conduisent a plusieurs autres theor&mes 
analogues relatifs aux figures polaires dans l’espace; mais il seroit su- 
perflu de s’y arröter, vu quils sont faciles a deviner et & saisir, lors- 
qu’on s’est bien pendtr&e de ces principes, et en general de ceux qui ap- 
partiennent a la theorie des polaires reciproques dans l’espace. 

Au surplus, dans les applications de ces divers principes a des 
figures donnedes, il ne faudra pas dedaigner la remarque suivante, tres 
propre ä faciliter les moyens de traduire les Enonces des relations qui 
leurs sont applicables. 

„Ayant margue& l’oordinaire, par des lettres quelconques les dif- 
ferens points de la figure proposee, on en placera d’autres entierement 
differentes sur les droites, les plans, les lignes et les surfaces qui y en- 
trent, c’est-a-dire que chacune de ces lignes et surfaces se trouvera re- 
pr&sentee par une lettre distincte dans la figure proposee.” 
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„Cela fait, on affectera des mä&mes lettres les points, les plans, les 
droites, les lignes et les surfaces de la figure polaire, qui sont respec- 
tıvement reciproques de ceux de la figure primitive; on n’aura plus 
alors qu’a remplacer, dans les relations metriques qui leur appartien- 
nent respectivement, chaque distance qui y entre par le sinus de l’angle 
des deux droites ou des deux plans representes par les leitres de ses 
extremites; et reciproguement a remplacer chaque sinus d’angle par la 
distance des deux points representes par les lettres quı designent ses 
edres ou cötes: par exemple, les distances ad, bc se changeront en 
sin(a,b), sin(b,c) et vice versa etc.” Du reste, pour eviter la confu- 
sion, on pourra mettre entre parentheses les lettres qui appartiennent 
aux lignes et aux surfaces, en r&servant les lettres sımples pour les points.” 

140. On a deja eu occasion de voir, a la fin du paragraphe pre- 
cedent (129.), Tusage que l’on peut faire de cette notation tres simple, 
et les avantages qui en resultent pour la traduction des relations metri- 
ques des figures qui sont polaires reciproques sur le plan d’un cercle pris 
pour auxiliaire. Lies considerations et les principes qui precedent met- 
tent en etat d’etendre les consequences auxquelles nous sommes parvenus 
alors, au cas ou les figures que l’on considere sont situdes dans l’espace, 
et ou les courbes sont remplacees par des surfaces quelconques du möme 
ordre: c’est a indiquer rapidement quelques unes de ces applications par- 
ticulieres, que je vais consacrer les dernieres pages de ce Memoire, afın 
de ne pas m’ecarter de la marche que j’aai constamment suivie j’us- 
qu’a present. 

Sans m’occuper d’ailleurs du cas, en quelque sorte el&mentaire, des 
figures rectilignes et polyedrales dans l’espace, coupees simplement par 
des droites ou de plans arbitraires, lequel conduiroit, sans peine, ä plu- 
sieurs propositions interessantes et que je dois me borner ä recomman- 
der a l’attention des geometres, je feraı de suite observer, d’apres Car- 
not, que le principe (129.) du triangle et du polygone plan, coupes par 
une courbe geometrique du degre n, s’applique egalement a un polygone 
gauche coupe par une surface geometrique du möme ordre, prise pour 
transversale de ce polygone. Or de la resulte, pour l’espace, un principe 
entierement analogue ä celui de l’art. 130. est qui est tout aussi general. 

141. En effet, le polygone gauche dont il s’agit, aura pour reci- 
proque a l’egard d’une sphere, un poly&dre ind&fini (81.) dont les 
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arötes seront r&ciproques des cötes de ce polygone; de sorte que les plans 
tangens, mends, de ces arttes, a la surface polaire de la proposde, au- 
ront pour pöles respectifs (77. et 91.) les intersections de celle-cı avec 
les cöt&s correspondans du polygone gauche: tout consistera donc (101., 
137. et 138.) & substituer, pour le cas actuel de l’espaee, ur. polyedre in- 
defini au triangle des theor&mes Enonces en particulier (129.), pour la 
section conique, une surface de l’ordre nz & cette section conique, les 
ardtes du polyedre aux sommets du triangle, les plans tangens passant 
par ces arÖtes respectives aux tangentes relatives A ces sommets, enfin 
les angles diedres formes par chaque plan tangent et Tune des faces cor- 
respondantes du polyedre, a Yangle forme par chaque tangente et par 
des cötes correspondans du triangle., 

L’enonc& des deux theor&mes auxquels on arrıve ainsı, se sıimplifie 
un peu dans le cas oü le polygone primitif se reduit a un triangle, et 
dans celui ou il se trouve compris tout entier dans un plan; car alors 
le polyedre r&ciproque se reduit lui- m&me ($1.) a un angle solide trıc- 
dre ou A un angle solide d’un nombre quelconque de faces ou d’arätes 
passant par un möme point. 

Au surplus les principes des N” 133. et suivans, appliques de 
meme ä la proposition du polygone gauche coupe par une surface quel- 
conque de l’ordre 7, conduiroient a d’autres consequences non moins in- 
töressantes et non moins dtendues que celles quı viennent de nous oceu- 
per; mais il nous sufhit, pour le moment, d’indiquer, d’une maniere ge- 
nerale, ces corollaires faciles de la th&orie des polaires r&cıproques. 

142. Pour terminer, nous considererons encore une courbe ä double 
courbure quelconque de lordre 2; lenveloppe des plans polaires de ses 
points sera (S2. et 84.) une surface d@veloppable de l’ordre (m —1), 
laquelle le th&eor&me du polygone transversal demeurera applıcable direc- 
tement en vertu de la loi de continuite. Or tout point d’intersection d’une 
certaine droite avec cette developpable, sera remplace (83.) par un plan 
tangent de la courbe primitive, passant par la r&ciproque de cette droite; 
donc le th&eoräme qui precede, relatif a un polyedre ındefini, 
des ar&tes duquel on a men& des plans tangens dä une sur- 
face gdometrique, subsiste egalement pour le cas ou 
substitue une courbe ä double courbure quelcongue ä cette 
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ll seroit inutile d’etendre davantage ces exemples et ces applıca- 
tions de nos principes, et je crois en avoir assez dit pour montrer tout 
le partı qu’on en peut tirer dans le besoin et pour lever toute espece de 
difficultes. Je crois, en outre, avoir prouve que le nombre des proposi- 
tions de la Theorie des transversales et de la Geometrie de la 
regle, ou pour m’exprimer plus generalement, le nombre des rela- 
tions et des proprietes projectives des figures peut, des a present, 
etre doublE et m&me triple, sans qu’on &prouve d’autres embarras que 
de modifier leur Enonce d’apres des r&@gles bien connues et bien £tablies. 

Dans la suite de ces recherches je m’occuperai uniquement des 
proprietes generales des courbes et des surfaces geometriques, et jaurai 
souvent occasion d’employer les principes de la theorie des polaires reci- 
proques, et d’en montrer ainsı lutilit@ et la fecondite d’une manicre plus 
positive. Je ne doute pas d’ailleurs que les g&Eometres ne s’empressent d’a- 
dopter une theorie qui offre autant de ressources, et dont les principes 
seroient, peut-£tre, dificilement suppl&es par d’autres, dans certaines re- 
cherches generales relatives aux figures. 


Post-sceriptum. n’a paru jusqu’ici, de ce Memoire, que l’a- 
nalyse que j’en ai adressce, a la fin de 1826, a M. le redacteur des 
Annales de mathematigues, et le rapport de MM. les commissaires 
de I'Institut, insere, en avril dernier, dans le Bulletin des sciences 
de M. le Baron de Ferussac. Mais, comme la matiere dont il traite 
a fait recemment l’objet des recherches de plusieurs gdomötres, je crois 
devoir declarer qu'il parait ici conforme au manuscrit depose, en 1524, 
a Tacademie des sciences, et qui a &te paraphe, dans toutes ses parties, 
par M. le Baron Fourier, secretaire perpeiuel. Je crois aussi devoir 
prevenir que lors de la lecture que je fis, au sujet de ce M&moire, dans 
la seance du 12. avril de 1824, je developpai et fis ressortir plusieurs 
des applications generales qui s’y trouvent simplement indiqudes et qui 
ont et€ depuis’ mentionndes dans l’analyse ci-dessus. Telles sont, en 
particulier, les proprietes angulaires et descriptives concernant les 
lignes et surfaces du second ordre que je nommaı homofocales ou 
confocales, parcequ’elles ont un foyer commun, proprietes quı sont, 
en general (166.), les polaires reciproques de celles qui apparlien- 


Ä 
| 
. 


70 1. Poncelet, Memoire sur la theorie generale des polaires reciproques. 


nent A un systeme de cercles ou de spheres quelconques situ&s dans un 
plan ou dans l’espace, et qui deviennent les reciproques de celles des cer- 
cles ou des spheres concentriques (115.), quand les lignes et les sur- 
faces ont m&@me polaıre ou m&me plan polaire focal, cest-a- 
dire m&me directrice ou m&me plan directeur. Je montrai, par 
des exemples, comment ces proprietes sont, quant aux relations de situa- 
tion, entierement analogues a celles des lignes et surfaces du second de- 
qui, etant inscrites dans un me&me angle ou dans un cöne, 
peuvent ötre envisagees comme la perspective, dans un plan ou en 
relief, les unes des autres, proprietes developpees dans mon grand ou- 
vrage et qui, dans le cas actuel, resultent de ce que le foyer commun 
est, en effet, id&alement pour toutes les surfaces, le sommet d’un 
tel angle ou d’une tel cöne circonscrit, ou plus generalement, ce 
que jai nomme& un centre de projection, un centre d’homo- 
logie *). 

Parmi les proprietes particulieres du foyer general des surfa- 
ces du second degre, je signalaiı comme les plus importantes, celles des 
sections planes de ces surfaces, qui, d’un tel foyer, sont vues sous 
l’aspect de cercles qui appartiendraient tous a une sphere ayant ce 
foyer pour centre, et celles qu’ont les tangentes conjugudes de ces 
surfaces, d’&tre vues, de ce m&me foyer, sous un angle droit 
forme& par les plans qui contiennent ces tangentes, proprietes qui ont 
servi a M. Dupin (Applications de Geometrie, #" Memoire, 
pag. 210. et suiv.) pour etablır sa belle theorie des faisceaux lumi- 
neux reflechis a leur rencontre avec une surface quelcon- 
que. Je fis voir encore „qu’iun systeme quelconque de surfaces du se- 
cond ordre, confocales, lequel peut comprendre aussi des spheres ayant le 
foyer commun pour centre, s’entrecoupent, deux & deux, suivani des sec- 
tions coniques dont les plans concourent trois A trois en une m&me 


*) Dans le cas particulier otı les lignes et surfaces ont, en outre, meme directrice et m@me 
plan directeur, c’est-ä-dire meme droite ou m&me plan polaire focal, leur syst&me a cette droite 
et ce plan pour corde ideale commune ou plan ideal commun de contact, ce qi 
entraine, comme j’en ai deja fait la remarque au No. 456. du Traite des proprietes pro- 
jectives, une foule de proprietes dont celles qui concernent simplement les sections coniques, 
unt ete etudides specialement dans le dernier chapitre de la sect. III. de ce Traite, et qui d’ail- 
leurs sont tout ä fait analogues ä celles qui appartiennent aux cercles et aux spheres concentri- 
ques, Yun de ces systemes etant la projection ou perspective dq l’autre. 
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droite, et quatre ä quatre en un m&me point; que les developpa- 
bles circonscrites ä ces surfaces, prises deux & deux, sont des cö- 
nes du second degre& qui s’entrecoupent suivant des courbes du 
m&me degre et dont les sommets sont, trois par trois, en ligne 
droite et quatre par quatre en un m&me plan; que les pöles de 
tout plan passant par le foyer commun, pris par rapport ä ces surfaces 
respectives, sont situ&s sur un m&me rayon vecteur perpendiculaire A 
ce plan; que les cönes, circonscrits ä ces surfaces suivant les sec- 
tions determinees par ce m&me plan, s’entrecoupent, deux ä deux, sui- 
vant des lignes du second degre, dont les plans sont aussi les plans 
de section des surfaces auxquels ils appartiennent etc. etc.; quenfin 
ces diverses relations permettent de construire tres simplement et sous 
des conditions donne&es, toute surface du second degre& dont le foyer 
general est assigne ou doit &tre commun ä cette surface et a d’autres 
surfaces donnees, et qu’elles permettent aussi de construire les plans de 
section commune a un systeme de surfaces confocales etc. etc.;” ce ä 
quoi revient en derniere analyse, comme on sait, la recherche du cen- 
tre de la sphere tangente ä quatre autres dans l’espace, puis- 
que ce centre doit se trouver ä l’intersection mutuelle de surfaces du 
second degr& de revolution qui ont pour foyer commun le centre de 


lune quelconque des spheres donn&es. 
Metz le 20. Aoüt 1828, 


Poncelet. 
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Beobachtungen über die Schwere, welche in den Häfen 
von Europa, America und Asien, auf dem stillen Meere 
und in Neuholland, während Malaspina’s Weltumse- 
gelung, mit dem unveränderlichen Pendel angestellt 
worden sind. 


(Mitgetheilt vom Herrn Professor Oltmanns zu Berlin. ) 


Seitdem man ın Frankreich (so heilst es in dem Berichte) damit um- 
geht, ein System von Maafs und Gewicht auf die Länge des Pendels, 
welches unter dem 45sten Grade der Breite Secunden schlägt, zu grün- 
den, hat der König für zweckdienlich gehalten, während Malaspınas 
Weltumsegelung, auch Beobachtungen über diesen interessanten Gegen- 
stand an schicklichen Puncten anstellen zu lassen, damit man aus ihrer 
Vergleichung die wahre Gestalt der Erde herleiten, und bestimmen 
könne, ob die südliche Halbkugel mehr abgeplattet sei, als die nördliche, 
auch wie grols dieser Unterschied sei. 

la diese verschiedenen Fragen blofs aufgelöst werden konnten 
durch Messung verschiedener Breitengrade in verschiedenen Gegenden, 
oder durch Pendelbeobachtungen, welche an verschiedenen Orten gemacht 
worden, so gab der König von Spanien Befehl, solche Beobachtungen 
durch die Schiffscapitaine Don Josef de Espinosa undDonCiriaco 
Cevallos anstellen zu lassen. 

Da ierner, um zur Kenntnifs der Gestalt der Meridiane zu gelan- 
sen, Pendelbeobachtungen, welche an zwei schicklich gelegenen Orten ge- 
macht worden, die besten Mittel darbieten, so beschlofs der König, unter 
dem 45sten Grade südlicher Breite diejenigen Beobachtungen anstel- 
len zu lassen, welche die französischen Academiker unter gleicher nörd- 
licher Breite machten. 

Die Beobachtungen, welche die spanischen Öfhciere von Malas- 
pına’sGeschwader angestellt haben, sind, sammt den von ıhnen daraus 
abgeleiteten Resultaten, folgende: 
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Tafel L 


Vergleichung der Pendelbeobachtungen mit der Rechnung; unter Vor- 
aussetzung einer Abplattung von 335 und dafs das unveränderliche 
Pendel 3607 Schwingungen in einer Stunde unter dem Aequator mache, 
so wie solche aus sechs ilım zunächst gelegenen Beobachtungen ab- 
geleitet worden sind. 


In der nördlichen Halbkugel 


| berechnete |beobachtete positive | negative 
OÖerter Breite 
Schwingungen Unterschiede 
Mulgrave 39° 33° | 3614,63 | 3614,85 0,22 
Nutka. 49° 53° | 3612,95 | 3612,21 0,74 
Monterey . 36° 36°] 3610,65 | 3609,75 0,90 
Cadiız . 36° 3%’ 1 3610,64 | 3610,24 0,40 
Macao. 253° 12° | 3608,59 | 3607,58 1,01 
Acapulco 16° 50° | 3607,86 | 3607,83 | » . 0,05 
Manıla 14° 36‘ | 3607,65 | 3608,06 0,41 
Umatag 13° 18° | 3607,54| 3607,07 | . . 0,47 
Zamboanga 6° 3607,15 3607,25 0,10 
Equador.. 0° 0° | 3607,00 | 3607,00 . 
In der südlichen Halbkugel 
Puerto Egmont 91° 21°| 3613,26 | 3612,73 1. . 0,95 
Santa Elena 44° 3612,04 | 3612,37 0,33 
Concepcion 36° 42° I 3610,66 | 3610,29 |. 0,37 
Montevideo. 34° 55° | 3610,30 3610,58 0,02 
Puerto Jakson . | 33° 5171 3610,18 | 3610,20 0,02 
Isla Babao . 1 18° 39° | 3608,05 | 3608,12 0,07 
Lima 12° 5° | 3607,45 | 3607,39 0,06 
Equador . 0° 0° | 3607,00 | 3607,00 
Crelle's Journal. IV. Ba. 10 
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Tafel II. 


Vergleichung der Pendelbeobachtungen mit der Rechnung, unter Voraus- 
setzung einer Abplattung von „ir und dafs das unveränderliche Pen- 
del 3607 Schwingungen in einer Secunde unter dem Aequator mache, 
so wıe solche aus sechs ihm zunächst gelegenen Beobachtungen ab- 


geleitet worden sind. 


In der nördlichen Halbkugel 


berechnete |beobachtete 


positive | negative 


Schwingunsen Unterschiede 
Mulgrave 39° 33° | 3614,47 | 3614,85 0,38 
Nutka . 49° 35°| 3612,53 | 3612,21 0,62 
Monterey 36° 36° | 3610,58 | 3609,75 0,53 
Cadız . 36° 32°| 3610,57 | 3610,24 0,35 
Macao. 23° 1% | 3608,57 | 3607,58 . 10,99 
Acapulco 16° 50° | 3607,86 | 3607,83 | . . - 0,03 
Manila 14° 36° | 3607,66 | 3608,06 0,40 rc 
Umatag 13° 18’| 3607,55 | 3607,07 0,48 
Zamboanga 6° 5° I 3607,17 ! 3607,25 0,08 
Equador . 0° 0° | 3607,02 | 3607,02 . 
In der südlichen Halbkugel 

Puerto Egmont. 1°3612,73 Iso ia 0,40 
Santa Elena 44° 30°| 3611,94 3612,57 0,43 
Concepcion 36° 42° | 3610,60 | 3610,29 | . . . 0,31 
Montevideo 34° 55’ | 3610,30 | 3610,38 0,08 
Puerto Jakson 33° 51°] 3610,13 ! 3610,20 0,07 
Isla Babao 18° 39’ | 3608,04 | 3608,12 0,08 iub 
Lima 12° 5° | 3607,46 | 3607,39 0,07 
Equador. ı 0° 0° | 3607,02 | 3607,02 . 
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Tafei Ill 


Länge des einfachen Secundenpendels, so wie solche für die Abplattung 
von z5z berechnet und nach den Beobachtungen mit dem unverän- 
derlichen Pendel gefunden worden, unter der Annahme, dafs die 
Länge des Secundenpendels am Aequator nach Bouguer’s Beobach- 
tungen 439,21 pariser Linien ıst. 


In der nördlichen Halbkugel 


berechnete|beobachtete| positive | negative 
Oerter Breite 
Schwingungen Unterschiede 
Mulgrave 59° 33°| 441,07 | 441,12 0,05 ri 
Nutka . 49° 35°| 440,66 | 440,48 0,18 
Monterey 36° 36°) 440,10 | 439,88 0,22 
Cadiz 36° 3% | 440,09 | 440,00 0,09 
Macao. 23° 1% | 439,60 | 439,35 | » 0,23 
Acapulco 16° 50°| 439,42 | 439,41 A 0,0! 
Maniıla 14° 439,37 | 439,47 0,10 
Umatag 13° 18°| 459,354 | 439,23 |... 0,11 
Zamboanga 6° 55°1 439,25 | 439,27 0,02 
Equador . 0° 0° | 459,21 | 459,21 ; 
In der südlichen Halbkugel 

Puerto Egmont . 31° 21°] 440,74 | 440,61 ir 0,13 
Santa Elena 54° 440,44 | 440,52 0,08 
Concepcion 36° 42°) 440,10 | 440,01 0,09 
Montevideo \ 34° 55°] 440,03 440,03 . 
Puerto Jakson 33° 51°1 439,98 | 439,99 0,01 ; 
Isla Babao 15° 39° | 439,47 | 439,48 0,01 
Lıma 12° 5° | 439,32 | 439,31 0,01 
Equador . 0° 0° | 439,21 | 439,21 
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Tafel IV. 


Liänge des einfachen Secundenpendels, so wie solche für die Abplattung 
von z37r berechnet und nach den Beobachtungen mit dem unverän- 
derlichen Pendel gefunden worden, in der Annahme, dafs das Secun- 
denpendel unter dem Aequator nach Bouguer’s Beobachtungen 439,21 
parıser Linien lang ıst. 


In der nördlichen Halbkugel 


berechnete |heobachtete] positive | negative 
Oerter Breite 
Schwingungen Unterschiede 
Mulgrave 59° 33°| 441,03 | 441,12 0,09 la 
Nutka . 49° 35°| 440,63 | 440,47 0,16 
Monterey 36° 36°) 440,08 | 439,85 0,20 
Cadız . 36° 37° | 440,08 | 439,99 0,09 
Macao. 23° 12°| 439,59 | 439,35 0,24 
Acapulco 16° 50° 439,41 | 439,41 |. . . 
Manila 14° 439,37 | 439,46 0,09 
Umatag 13° 18°| 439,34 | 439,22 |... 0,12 
Zamboanga 6° 55°1 439,25 | 439,27 0,02 des 
Equador . 0° 0° | 439,21 | 439,21 
In der südlichen Halbkugel 
Puerto Egmont . 21°) 440,70 | 440,60 |. . . 0,10 
Santa Elena 44° 30’| 440,41 ı 440,51 0,10 5 
Concepcıion 36° 42° | 440,08 | 440,01 0,07 
Montevideo. 34° 55° 440,01 | 440,03 0,02 
Puerto Jakson 33° 51°) 439,97 1 439,99 0,02 
isla Babao 185° 39' | 439,46 | 439,48 0,02 
Lima 12° % 439,32 | 439,50 0,02 
Equador . 0° 439,21 | 439,21 
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In der nördlichen Halbkugel 


berechnete | beobachtete 


Tafel 


Vergleichung der Schwere, welche der berechneten Abplattung von 235 
entspricht, mit derjenigen, welche das unveränderliche Pendel angege- 
ben hat, wenn man dabei die Länge zur Einheit annımmt, welche 
unter dem Aequator beobachtet worden ist. 


positive | negative 


OÖOerter Breite 
Schwingungen Unterschiede 
Mulgrave 39° 33°} 1,00423 | 1,00436 | 0,00013 | . . 
Nutka . 49° 35° 1,00330 | 1,00259 0,0004 
Monterey 36° 36° | 1,00203 | 1,00153 0,00050 
Cadız 36° 3% | 1,00202 | 1,00180 0,00022 
Macao . 23° 1% | 1,00088 | 1,00032 0,00056 
Acapulco 16° 50°] 1,00048 | 1,00046 | | 0,00002 
Manila 14° 36° | 1,00036 | 1,00059 | 0,00033 
Umatag 13° 18° | 1,00030 | 1,00004 | . . 0,00026 
Zamboanga 6° 55° | 1,00008 | 1,00014 | 0,00006 
Equador.. 0° 0° | 1,00000 | 1,00000 
In der südlichen Halbkugel 

Puerto Egmont 51° 21°] 1,00347 | 1,00318 | . . . | 0,00029 
Santa Elena 44° 30° 1,00280 | 1,00298 } 0,00018 | . » - 
Concepcion 36° 42° 1,00203 | 1,00183 | . . 1 0,00020 
Montevideo 34° 55° | 1,00186 | 1,00158 | 0,00002 | . 
Puerto Jakson 33° 51°1 1,00176 | 1,00175 | 0,00002 | . 
isla Babao 15° 39° | 1,00058 | 1,00062 | 0,00004 | . » - 
Lıma 12° 5° | 1,00025 1,0002 | . 0,000053 
Equador.. . . . 0° 0° | 1,00000 | 1,00000 } . 
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Oltmanns, Mittheillung von Beobachtungen über die Schwere, 


Vergleichung der Schwere, welche der berechneten Abplattung z47 ent- 
spricht, mit derjenigen, welche das unveränderliche Pendel angege- 
ben hat, wenn dabei die unter dem Aequator beobachtete Länge als 
Einheit angenommen wird. 


In der nördlichen Halbkugel 


berechnete | beobachtete 


positive | negative 


ÖOerter Breite 
Schwingungen Unterschiede 
Mulgrave 59° 35° | 1,00414 | 1,00435 | 0,00021| . . 
Nutka . 49° 35° | 1,00322 | 1,00258 0,00034 
Monterey 36° 36° 1,00198 | 1,00151 0,00047 
Cadız 36° 32° | 1,00197 | 1,00179 0,UOO1S 
Macao. 23° 12° | 1,00086 | 1,00031 0,00055 
Acapulco 16° 50° | 1,00047 | 1,00045 | 0,00002 
Manıla 14° 36° | 1,00056 | 1,00058 | 0,00022 | . 
Umatag 13° 15° | 1,00029 | 1,00003 | . . 1 0,0006 
Zamboanga 6° 55° | 1,00008 ! 1,00013 | 0,00005 
Y.quador . 0° 0° | 1,00000 | 1,00000 
In der südlichen Halbkugel 
Puerto Egmont . 51° 21° | 1,00339 | 1,00517 | | 0,00022 
Santa Elena 44° 30° | 1,00273 1,00297 1 0,00024 
Concepetion 36° 42° | 1,00199 | 1,001S1 | . 0,00018 
Montevıdeo 34° 55° 1,00,182 | 1,00186 | 0,0000 
Puerto Jakson . 33° 51° | 1,00173 ! 1,00176 | 0,00003 
Isla Babao . 18° 39° | 1,00057 1,00061 | 0,00004 | . . . 
lıma 2° 5° 1,00024 | 1,00021 0,00003 
Equador. u? 0° 1,00000 | 1,00000 
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Die letzten Colonnen der ersten und zweiten Tafel zeigen, dals 
die verschiedenen Annahmen der Erdplattung einen nur geringen Ein- 
flufs auf die Bestimmung der Schwingungen des unveränderlichen Pendels 
unter dem Aequator gehabt haben. Vergleichen wir in beiden Tafeln die 
Beobachtung zu Umatag mit der zu Manila, diezu Nutka und Mul- 
grave und die von St. Helena mit der in Puerto Egmont angestellten, 
so finden wir Unterschiede von 10 Schwingungen in einem Tage, bei eı- 
nem Systeme der Abplattung wie bei dem andern. Diese Unreglmäfsi;s- 
keiten müssen der Heterogeneität der Erde zugeschrieben werden. Die 
Beobachtungen, welche sich zur Bestimmung der Erdabplattung vorzüglich 
eignen, sind die unter dem Aequator und in hohen Breiten angestellten. 

Wenden wir also zu diesem Endzwecke die ın Mulgrave und 
Nutka angestellten Beobachtungen an, welche am weitesten vom Aequa- 
tor in der nördlichen Halbkugel entfernt sind, so finden wir die Erdab- 
plattung 

Die zu Mulgrave, Nutka, Monterey und Cadız angestellten 
Beobachtungen geben die Abplattung z5z. Die in Puerto Egmont 
und St. Helena angestellten, geben die Abplattung der südlichen Halb- 
kugel 335; Puerto Egmont, St. Helena, Concepcion, Monte- 
vıdeo und Puerto Jakson geben „ir. Die sechste Tafel zeigt bei 
Manıla eine unregelmäfsige Zunahme der Schwere. 


Darstellung der Prinzipien, wonach die Beobachtungen mit 
dem unveränderlichen Pendel berechnet worden sind. 


Die Länge des einfachen Pendels, welches unter dem Aequator 
Secunden schlägt, verhält sich zu der unter einer andern Breite, wie 
eine constante Gröfse z zu dieser + einer andern constanten Grölse y, 
multiplicırt mit dem Quadrat des Sinus der Breite, welche wir / nen- 
nen wollen. 


Die Schwingungen verhalten sich wie die Quadratwurzeln dieser 
Zahlen. 

Nennt man rn die Zahl der Schwingungen eines Pendels unter 
dem Aequator, und x diejenige, welche einer andern Breite entspricht, 
so haben wir 


in 27)® 
+-ysn n:r, also r—= 


| =. 
| 
| 
| 
| 
a 
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Vermöge des binomischen Lehrsatzes ist 
@+ysm’ = 
wobei die folgenden Glieder der Reihe vernachläfsiget werden durften, 
weil z viel gröfser ist als ysın /, woraus sich ergieht 


Diese Formel zeigt, dafs man, wenn man den Logarithmus von 
y zum arithmetischen Complemente des Logarithmus von 2z hinzufügt, 
und dazu den Logarıthmus von 2 und den doppelten Logarithmus des 
Sinus der Breite setzt, den Logarıthmus der Zahl findet, welcher zu 
hinzugefügt werden mufs, um durch die Schwingungen unter dem Aequa- 
tor die Zahl der Schwingungen unter einer andern Breite zu erhalten. 


Dies vorausgesetzt ist nach Laplace Mee. cel. Tom. II. p. 149. 
für eine Abplattung von 357, Z = 0,99687, y = 0,00554, wenn man 
die zehn Millionen Theile vernachläfsiget, und da nun 2 = 3607,02 an- 
genommen wird, so rechnet man im gegenwärtigen Falle wie folgt: 

log. compl. 2z = 4,7003315 
log. y = 2,7435098 


35571461 
log, n = 94 
also coust. log... 
Beispiel 1. Bons. log 
9,935943 
Breite von Mulgrave 59° 33° logsın 9,935543 
0,872070. 
Dazu gehörige Zahl . . 2 7,4486, 
Zahl der Schwingungen oder = . . . 3607,0200, 


folglich Zahl der Schwingungen in Mulgrav e 3614,47 nach der Rech. 
nun 


Beispiel 2%. Const.log. . 1,000990 


9,080719 
Breite von ZJamboanga 6° 55‘ log sın 9,0807 19 


9,162428. 


2 
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Zugehörige Zahl. . 2 2 2 2 22020. 0,1454, 
Zahl der Schwingungen unter dem Aequator . . 3607,0200, 
folglich Zahl der Schwingung in Zamboanga 3607,17 nach der 
Rechnung. 

Die Schwingungen, welche das unveränderliche Pendel unter dem 
Aequator haben müfste, sind durch eine Art von Regula Falsı berechnet 
worden, um nemlich zu sehen, wie man sie annehmen mülste; damit 
aus der Vergleichung der sechs Beobachtungen mit der Rechnung, die 
Summe der positiven Unterschiede eben so grofs als die Summe der ne- 
gativen seı. 

Für 3%, der Abplattung giebt Laplace auf der 150sten Seite sei- 
nes Werkes die Werthe von z = 0,996760, y = 0,005672 und nach der 
Regula Falsı ergiebt sich z = 3607,00. Hieraus finden wir ferner das 


logarithmische Complement von. 2.2... 2z = 3,7003794 
logy = 3,7537362 
logn = 3,5571461 
Also constanter Logarithmus für 335 der Abplattung . . 1,0112617 
Breite von Mulsrave 59° 33‘ log sin? 
O,SS2348. 
Zugehörige Zahl . . si 
Zahl der Schwingungen unter un Aequator . . 3607,0000 


folglich Zahl der Schwingungen in Mulgrave 3614,63 nach der 
Rechnung. 


Berechnung der Schwere und der Länge des einfachen, 
Secunden schlagenden Pendels. 


Wir haben gesehen, dafs das Quadrat der Schwingungen des un- 
veränderlichen Pendels unter dem Aequator sich verhält zur Eiuheit 
wıe das Quadrat der Schwingungen unter jeglicher Breite zu der ihr 
entsprechenden Schwere. 

Wir haben ferner gesehen, dafs die Einheit sich verhält zur Länge 
des einfachen unter dem Aequator Secunden schlagenden Pendels, wie 
die jeglicher Breite entsprechende Schwere zur Länge des einfachen 
Pendels, welches unter dieser Breite Secunden schwingt. Nach diesen 
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Prinzipien ist die Schwere und die Länge des Pendels, welche den Beob- 
achtungen entspricht, für jede Breite berechnet worden. Diese Rechnung 
läfst sich aber auf folgende Art sehr abkürzen: die Zahl der Schwin- 
gungen unter dem Aequator ist für die Abplattung zI- . . 3607,02 
3,9971485 
3,5571485 
7,1142990, 
dessen arıthmetische Ergänzung . 2 2.2.2.2... 2,8857030, 
Pendellänge unter dem Aequator nach den Beobachtungen des 


Herrn Bouguer 439,21, deren Logarithmus . . . . 2,6426722. 


Beispiel für die Berechnung der Schwere und Pendellänge 
zu Mulgrave. 


Erster constanter Logarithmus . 2 2 2 
Berechnete Schwingungen 3614,47 2 2 2 2 0. 

| 168 
zweiter constanter Logarıthmus . 2 2 2 2 2 26426722 
Länge des einfachen Pendels 441,03. 2 2 2 2 6444644. 


3,9971461 
Fir 555 Abplattung ıst der Logarithmus von 3607 . . RR 

Arıthmetische Ergänzung, oder der erste constante Logarıthmus 2,8857075, 
der zweite constante Logarıthmus . 2 2 


wıe für 


Bestimmung der Abplattung, welche den Beobachtungen 
entspricht. 


Man nenne .4, „f”, 4’ etc. die Überschüsse der für die Breiten 
berechneten Schwingungen, in Beziehung auf diejen'gen 
unter dem Aequator mit 72 bezeichneten, und «’, a”, a‘ etc. die cor- 
respondirenden, beobachteten Ueberschüsse. 

Es bezeichne y die Constante, welche der angenommenen Er-ab- 
plattung entspricht, und y’, y“, y‘” etc. diejenigen, welche den Beobach- 
tungen @’, a’, a’ etc. Genüge leisten. 
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Wir haben ım Eingang gesehen, dafs 
und —.nsin:!’ — 4" ete. 
2z 2z 
Weil r und z sich wenig ändern, so kann man sie ohne merk- 
lichen Fehler für alle Abplattungen als beständig ansehen, wodurch 
y’ 


—.nsin!’= a; n sın? = a” etc. 


22 2z' 
Hieraus folgt 
2z 
n.sin® 
2z 
Y n.sin? 
Ferner 
Y —y '—_ a' 
) 
Ueberhaupt: 
A" 


und aus diesen Gleichungen folgt. 


/ 
—,n.sin?/!’ = 4 
2z 
— 

.n.sın?!’ = 
2z 


Solchemnach verhalten sich die Gröfsen 4, 4, 4' wie die 
Quadrate der Sinusse der Breiten. Multiplicirt man also den Werth von 
y—y‘ mit 4, von y—y” mit 4” und von y—y‘ mit 4 etc. und 
dividirt die Summe durch 4’+ etc., so erhält man den Wertlh 
von dy, welcher für die Unterschiede y—y’‘; y— y‘' den Einflufs zeigt, 
der dem Quadrate der Breite des Beobachtungs- Ortes proportional ist. 

Diesem zufolge ist 


Da nun a’ etc. die Unterschiede zwischen den he- 


rechneten und beobachteten Schwingungen bezeichnen, welche d/, 


li did 
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d“” nennen wollen, so ist überhaupt genommen, die Veränderung von y, 
etc. 
ee.) 

Ferner ist für „57 Abplattung y = 0,00554. Für diesen Fall neh- 
men wır die Unterschiede «‘, «‘, etc. aus der zweiten Tafel mit dem 
Zeichen + oder —, je nachdem sie positiv oder negativ sind, so folgt 
daraus 


welche wir dy nennen, = 


diy= 0,00554 7 


Nach Laplace Mecan. cel. ıst die Abplattung 0,00865 — y; die 
wahre Abplattung also 


0,00865 — 0,00554 — dy = 0,00311 — 0,00554. 


etc. 
4" ete ° 
Hierbei mu/s aber bemerkt werden, dafs wenn die neue Abplat- 


tung von der angenommenen stark abweicht, dann auch die Werthe 
von 2 und Z sıch ändern. 

In solchen Fällen mufs man eine kleine Verbesserung der durch 
die approximirte Formel gefundenen Abplattung anbringen. Wenn daher 
die neue Abplattung sich „35, mehr als 337 nähern sollte, so kann man 
besser die Unterschiede «’, d’, d' etc. und die Werthe von 4’, 4” etc. 
aus der ersten Tafel nehmen und y = 0,005672 setzen, wodurch die Ab- 
plattung 


etc. 
)2978 — 0,005672.- | 


wird. 

Beispiel. In der zweiten Tafel haben wir für Mulgrave 
A'—=7,45;, d=0,38, für Nutka = 5,81, 0,62. Hieraus die 
Abplattung 0,003 11—0,00554.. 73355 = 0,003 114-0,00105 = 0,005213 = 577, 
welche vermöge der so eben angedeuteten kleinen Verbesserungen zu 
!, angenommen werden kann. 

Die in der südlichen Hemisphäre angestellten Beobachtungen er- 
fordern übrigens dieser Verbesserung nicht, weil die dort beobachteten 


Abplattungen nur sehr wenig von den angenommenen abweichen. Für 


315 


diese Beobachtungen wird also dıe Abplatung 


ANI 1 
= 0,0314 = 


— 


| 

| 
| —40+43— 31+8+7 | 00554.-13 
| 
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I. 
Note sur quieleies formules elliptiques. 
(Par Mr. N. H. Abel.) 


J 'al present dans le second tome de ce journal plusieurs formules quı 
tiennent au developpement des fonctions elliptiques fz, dans le 
cas olı les modules e et e sont reels. Il sera facile de tirer de ces for- 
mules d’autres formules analogues pour le cas oü e* est une quantite ne- 


gatıve. Cest ce que nous ferons voir. 
Soit pour plus de simplieitt e=1ı. Cela post, sı l’on fait 
1 


on trouvera aisöment, en vertu de la definition de la fonction J, que 


2. 


en faisant 


V(1l-e?)' 


Donc le module c est plus petit que l’unite, et comme on ab=y(1l-c), 


b sera son complement. 
On trouvera aussi 


3 x?) o V (1—.c* O)’ 
© 


Sı Yon fait 
on aura encore 


— 


et en faısant 


oV (1—c?sin* 5 = sin? 
on a, en vertu de (3.) 
a’ 17] / 


4 
| | 
| 
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Considerons maintenant d’abord la formule (185.) pag. 176., qui 
donne la valeur de f@. Pour en tirer celle de la fonction Aa, il suffit de 


mettre „ —b.a ü la placedea. Faisons «= —— 5.0 et pour abreger, 


On 


8. r=e“ 
alors la formule (185.) donne sur le champ: 


1 — — (ort — 


ou 
(i+r)(i+r?).... 
Or ona 
ei 


par conscquent lexpression de deviendra en developpant: 


Avec la mü&me facılıt@ on tirera des deux formules (184.) et (186.), en 


6) 
yfasan — —b.b: 


20 (1—o?.r) 1— or?) (1 
ou 4, A sont donndes par les formules 
) 
(1—r) 1—r!)1—r°)....’ 
| 
(i+r) 
On pourra trouver d’autres expressions pour A, 4’, 4" encore beaucoup 
plus sımples et quı donnerons des formules tres remargnables. 


10. 


Sı Yon faıt dans Ja formule (9.): 


on Aaura! 


ei 


= 
| 
| e 
| 
| 
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donc, en substituant, 
c’est-a-dire, en vertu de la formule (7’.) 
1 


A, 
d’ou 
1 
A = 
En faisant dans l’expression de 
on a 
wi .V (1—c?) 
et 
e=—r, 
done: 
d’ou Von tire en vertu de (12.): 
4 
d 
Enfin sı l’on faıt dans la formule (11.) =; on trouvera: 
x“ eb, de =,r, 
donc 
2 
et par suite 
2VYr 


En comparant ces valeurs de A, 4‘, 4 a celles plus haut, on en de- 
duira ces formules: 
1—r 1—r! 


dont l'une est une suite des denx autres. 


Sı daus lexpression de Ad, apres avoır divisc les deux membres par 


3 
Fi 
r 
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on fait 9=0, et qu’on remarque que 


on obtiendra 
_ 


ve.V= 


De la on tire, en substıtuant la valeur de ve: 
= 
= 


A l'aıde des formules (16., 14., 18.) il est facile de trouver l’expression 


des produits ınfınıs 
En effet, sı pour abreger on fait 
P= 
et quon aıt egard a la formule 


1 \ 3 


les formules (1#., 16.) donneront sur le champ: 


8 pP! 
vb == v2. 


19. 


v( r ) 1 
2. Vr 
Cela donne les produits Pet P!. En les multipliant entre eux, ıl viendra: 


\ 3 4 vb 
De m&me la formule (18.) donne, en substituant les valeurs de P, P°. 
et de la: 12 


formule düe a M. Jacobi (Tome lil. pag. 193., ol ce geom&tre en pre- 
sente plusieurs autres tres remarquables et tres elegantes). 


On 
| —0, 
1 
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Des formules demontres precedemment on peut tirer aisement un 
grand nombre d’autres. 


En voicı quelques unes de plus remarquables. 
Sı l’on fait pour abreger 


23. ı= 

on aura 

1— 29? cos22-4+g* 1—2g*cos2x g° 
) cos224+g* cos20 + g° 
Ces formules ont &ete deduites respectivement des formules 10., 9., 11 
en changeant c en db, et en ensute 


En comparant ces N, avec „em que Mm. Jacobı a donndes pour les 
memes fonctions a lendroit cite, on parviendra des resultats remar- 
quables. Savoir, en faisant dans la formule (3.) de M. Jacobi, k=e, 
on aura: 


| 
cos 24? cosbr-r.. 
(1—2gcos2°+ 4°) 1—2g? 1— 24° os? + 4°)... 
formule qui doit avoır lieu pour des valeurs quelcongues reelles do x ei 


g, en supposant 9 moindre que Tunite, 


En prenant les logarıthmes des valeurs de (2) etc., on trou- 
vera quelques reductions faciles: 


28. log2 — z3loge — logsinx 
3 
-+ 


>) = log2 + 3loga —zloge — logeosx 


+2 +zcos4x.; 
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En faisant x = 0, on trouvera: 
1 
1 2 43 
32. 108 = 


+ 
En posant dans les formules (206.) et (307.) Tome I. p. 180.: x = "E_.. 


st 


1—r? 


on trouvera les expressions suivantes: 


. 
+ sin 92.2 — 


Ces formules offrent peut-tre Ion plus simples expressions des fonctions 
elliptiques en quantıtes connues. 


Voici encore deux autres formules, qu’on deduira des &quations 


(204.) et (206.) Tome II. pag. 179., en y faisant a=,—ur: 


35. A (@ x) 1+r 1-+r: + 1-+ 1° 
36. 


ou r signifie Ja m&äme chose que precedemment. 


Il y a & remarquer que les quantites r et g sont liees entre elles 
par l’equatıon: 

37. logr.logg = 

A Vaide des expressions des modules ce et 5 donnees plus haut, on 
pourra trouver une relation generale entre les modules de deux fonctions 
elliptiques quı sont reductibles lautre. En effet on pourra demon- 
trer, comme je l’aı faıt dans un des derniers numeros des ‚ Astronomi- 
sche Nachrichten,” que sı deux fonctions elliptiques reelles: 

3. 760) = FEN 
sin? 0) o V sin? 9) 


dont les modules e et c‘ sont moindres que l’unite, peuvent &tre rednites 


lune a lautre laide d’une relation algebrigue entre sin® et sın®‘, on 
peut trouver deux nombres entiers 2 et 2, tels que l’equation 


| 
| 
| 


3. Abel, Note sur quelques formules elliptiques. 91 


00 
sin? sin? 0) 


soit satisfaite. est le compl&ment de c/, savoir —=y(1—c). 

Sı cette condition est satisfaite on pourra toujours determiner 
sind’ algebriguement en sind de maniere que 

40. F(e',0) = a,F(e, 

ou a est un coefhicient constant. 

Cela pose, designons par r‘, g‘, les valeurs de r, g, 
qui repondent au module c’, on aura en vertu de la formule (14.): 


ou r=e ® „ Mais l’equation (39.) donne: 


donc 
c’est-a-dıre: 


Donc on a ce theoreme: 
Une fonction elliptique reelle Eetant proposee, sı son 
module c est donne par la formule: 
4 
A. Ve = 
on aura le module de toute autre fonction elliptique reelle, 
reductible a la premiere, en mettant au lieu de r la puis- 


sance r”, ou n et m sont deux nombres entiers et positifs 
quelconques, cest-ä-dire, on aura, en designant par c’ le 
module de la nouvelle fonction: 


_ 
8 1442 1+g* 149° 


on aura encore la formule suivante: 


42. 


En faısant 


12* 


n 
r' e m 
n 
= 
n 
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= 3m 

1+g” 149g” 
Dans le cas particulier oü le module est Y!, ona a’ vw‘, done: 


De la ıl suit 
que le module c de toute fonction elliptique reelle, qui est 
oV(1—4#.sin? 9)? 


reductible a la fonction’ est donne par la 


formule: 
4 1 — 1 — eur 1 
45, 
“ #1te # 
— Su 


ol est un nombre rationnel quelcongue. 


Au reste ce pourra toujours &tre exprim& dans ce cas en termes 
finis a laide de radıcaux. 


Si Von suppose Y’=c,nac=b, mais: 


done: 


De lä nous concluons: 

Sı deux fonctıions elliptiques reelles, dont les modu- 
les sont leurs complemens reciproques, peuvent redui- 
les l’une ä l’autre le module sera donne par la formule: 

et son complement 5 par celle-ci: 


TE 57 


1-e 


4 


Ve Verite Ve 
ou x est un nombre ratıonnel quelconque. 


Nous ajouterons qu’on a en mä&me tems: 
48. F(b6,0) = kyu.F(e, 0), 


ou k est un autre nombre rationnel. 


| 
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Cela donne imme&diatement le theoreme suivant: 
Sı l’&equatıon differentielle 


est integrable algebriquement, il faut necessairement que 
le coöfficient @ soit egala racine carrde d'un nombre ra- 
tionnel et positif, en supposant que les quantitdcs 4, B, C, et 
soient rcelles; et sı a a cette forme, on pourra trouver une 
infinite de valeurs convenables pour 

Nous terminerons ces remarques par la d&monstration d’une for- 
mule curieuse, qu’on tire de l’equation (20.): savoir de la formule 


6 r 
V (be) 
En y changeant c en b, 5 se changera en c, et r en 9, donc 
6 
V (be) 


En comparant ces formules, on voit que l’equation 
1 1 . 
Vr 


a lieu toutes les foıs que les quantites r et 9 sont moindres que lunite 
et qu’elles sont lices entre elles par l’equation 
log r. = 
Il existe un grand nombre de relations semblables entre yet, par 
exemple la suivante: 


qui est due ä Mr. Cauchy (Exercices des haihAmRiae) On pourra 
la deduire de la formule 


donnee par Mr. Jacobi, en y changeant c en b. 


| | 


4. Lejeune-Dirichlet, Note sur les inteerales dıfinies. 
J 


Note sur les integrales definies. 
(Par Mr. Lejeune -Dirichlet, prof. de mathem.) 


Duoique les integrales quı font lobjet de cette note, soient comprises 
en grande partie parmi celles dont Mrs. Poisson et Cauchy et d’au- 
tres savans ont determine les valeurs dans ces derniers temps, je me flatte 
que ceite nouvelle manıere d’y parvenir pourra interesser les geometres 
par son extreme sımplicite. Le procede dont je fais usage, est fonde 
sur la propriete connue des intögrales doubles, d’etre independantes de 
lordre dans lequel les deux integrations sont eflectudes. C’est une exten- 
sion de la methede dont Mrs. Laplace et Poisson ont fait un emploi 
si heureux dans la theorie des integrales definies. Mais si Fon doit con- 
venir que la methode dont ıl sagit a acquis son importance principale 
par les applications ingenieuses que les g&ometres cites en ont faites, 
la justice exige aussı d’attribuer ä Euler la premiere idee de faire ser- 
vir Ja propriete enoncede des integrales doubles a l’evaluation des integra- 
les definies simples *). 


Si Fon designe par Ä et »ı deux constantes positives, et que Ion 
adopte la notation de Mr. Legendre, on aura par le simple change- 
ment de Äy en y, ü 


les limites etant zero et linfinı positif Euler a conduit par 
duction a remplacer la constante r@elle £ par une quantite de la forme 
la partie reelle Etant toujours positive, sans quoi l’integrale 
deviendrait infinie. 1! a obtenu de cette maniere l’equation suivante 


I'm) 


qui a ete veriliee depuis par M. Poisson**). lJiequation precedente a 


Novi Comment. acad. Petrop. tom. 

**) Pour &@viter toule ambiguitc, il convient de fixer le sens de quelques sıgnes. Les lettres 
k et A designent deux quantites reelles et la premiere de plus positive, la notation I(k+AyY’—1) 
servira a remplacer l’expression —1, r £tant la quantite positive (k?+#2) et g l’arc 


| 4. 
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non seulement lieu pour des valeurs reelles et positives de a, mais elle 
subsiste encore quand m&me z serait imaginaire, pourvu qu’alors la par- 
tie reelle de 2 füt toujours positive. C’est ce qu’on peut demontrer fa- 
cilement par le m&me proc&de qui a servi a la verifier dans le cas de 
m reelle. Si donc nous designons par p une quantitd soumise ä la seule 
restriction d’avoir sa partie reelle positive, nous avons 


Sı Yon remplace dans cette derniere formule la quantit@ reelle quelcon- 
que 6 par <-+/, x et / Etant des quantites r&elles quelconques, et qu’on 
Ecrive ensuite simplement a la place de k+/y—.ı, il viendra celle- ci 


ou x designe une quantite reelle et 4 et » sont deux quantites soumises 
a la restriction d’avoir leurs parties reelles positives. 

Outre la formule precedente, nous aurons encore besoin d’une au- 
tre formule dont on est redevable aMr. Laplace. La constante «& £tant 
reelle et positive et 5 designant une quantite soumise A la restriction d’a- 
voir sa partie reelle positive, la formule dont nous parlons, est celle-ci: 


cosax 
b* + b 
Nous l’ecrirons d’une maniere un peu differente, en remplacant cos x 


© sinax 


par ce qui est permis, lintegrale qui est com- 


posee d’elemens &gaux deux ä deux, mais de signes opposes, etant Evi- 
demment nulle. Nous avons donc 


—ı 

(4.) dx . 
L’equation (3.) subsistant pour toutes les valeurs reelles de x, on peut 
integrer ses deux membres par rapport a cette quantite entre des limites 


quelconques, apres les avoir multiplies par dx et par une fonction quel- 
conque de x. 


compris entre -— et — determine par l’equation tg(p) = 2 Les suppositions precedentes 
&tant conservees, et designant une quantit& quelconque reelle ou imaginaire, (k in- 
diquera la quantite — En verifiant l’equation (2.), on trouve que cette 


quation n’a lieu qu’autant qu’on attache ä la notation (k+AyY’— 1)" le sens que je vais de 
definir. 
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Sı l’on multiplie les deux membres par et (e etant reelle et 


positive et b conservant sa signification precedente) et qu’on integre en- 
suite depuis x = — © jusqua 2= x, on aura: 


Comme c+y est positive (Y ne devant recevoir que des valeurs positives 
dans lıntegation relative a cette varıable), on aura en vertu de la formule (4.): 
© —ı 
b’+x b 
la substitution de cette valeur dans le premier membre le reduira & 


cette quantite: 
be x (b+-kyy 2 
b Se 


ou ce qui est la m&me chose d’apres l’equation (2.), la partie reelle de 
b + elant evidemment positive: 

er-be 

Egalant cette quantitC au second membre et effacant le facteur qui 
se tronrera commun aux deux membres lon aura definitivement 


En particularısant les constantes de cette formule, on obtiendra toutes cel- 
les dont il est question dans le M&emoire sur les integrales d£finies que M. 
Poisson a insere dans le 18" cahier du journal de l’ecole polytechnigque. 


Naccentue maıntenant les lettres ä et pP dans l’equation (3.), je mul- 
tiplıe ses deux membres par la quantite qui se trouve sous le signe 
somme dans la formule et je les ıintegre ensuite depuis z=—x 
juqua =x. 

On eflectuera la double integration comme on la fait pour obtenir 


Pequation (d.) avec la seule difference qu’au Jieu de s’appuyer sur la for- 
mule /4.), ıl faudra s’appuyer sur l’equation (D.). 


Tout calcul fait, on trouvera 


En continuant de proceder ainsi, on arrivera ä cette formule 
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te-be 1 1 1 


dans laquelle les facteurs de la forme TE 72 17° sont en nom- 


bre quelconque. Jl faut se rappeler, que ce designe une quantıte positive 
et que Ak, p, p‘, .... ou du meins les parties reelles de ces 
quantites sont egalement positives. 

La iormule (6.) fournit un grand nombre de consequences; je me 
contenterai d’en indiquer une seule. 

Sı l’on designe par Ah une quantit& positive superieure lunite, ou 
une quantite imaginaire ayant pour partie reelle une telle quantite, et 
par x une quantite reelle quelconque, la partie reelle de la quantıte 

sera posiüve”). 

On pourra parconsequent mettre cette expression a la place de 
k+-dy—ı dans la formule (?2.). On aura ainsi, en remplagant de plus 
pP par 9 (g etant une quantite du m&me genre, c’est-a-dire soumise aux 
memes restrictions que p) 


1‘(q) 


ou si Yon Ecrit simplement ä la place de 
I‘(g) 


se multiplie les deux membres de cette derniere &quation par la quan- 
tıte qui se trouve sous le signe somme dans l’equation (9.) et je les in- 
tegre ensuite depuis — jusqua 2 = 


Vıintegrale relative ä x du premier membre s’obtient au moyen de la for- 
mule (6.), y etant positive. En l’effectuant, le premier membre se reduira & 


— 


*) Soit h=m+ny—i1,metn etant reelles et m de plus positive et >1. la partie reelle 
de ou ce qui revient an m&me, de + (n sera 3/[m? +(n + x)?], va- 
leur qui sera toujours positive, altendu que la quantit& m? -+(n+ x)? ne pourra jamais s'abaisser 
ou dessous de la quantite positive m?, et a fortiori pas au dessous de Vunite, m etant >1. 


Creile's Jousnal. IV. Be. 1. 13 
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1 1 1 

Si lon met dans cette quantit@ a la place de lintegrale, qui y entre, sa 
valeur 

dente et v. efface le facteur commun /Xg), on aura 


qwon legale au second membre de l’equation prece- 


1 1 ) 

1 1 ) 1 


Sı Ion accentue les lettres % ety dans la formule (7.), qu’on multiplie les 
deux membres par la quantite qui se trouve sous le signe somme dans 
’equation et qu’on les integre ensuite depuis — x jusua z=x, 
on arrıvera a une formule semblable a la formule (S.), dans laquelle il 


y aura sous le signe / deux facteurs de la forme 
1 1 


On pourra introduire de cette maniere un nombre quelconque de ces fac- 


teurs, ce qui donnera la formule 


ni ( 1 1 1 


1 > ) ( 1 ) 

dans laquelle on re c positive, les parties reelles des quantites 2; 
lement ii: % les parties reelles des quantites de la derniere serie 
h, .... de plus superieures ä l’unite. 
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Auflösung einer analyuschen Aufgabe. 
(In Folge der Aufgabe 7. S. 99. des dritten Bandes dieses Journals. ) 
(Von Herm Th. Clausen zu Altona, ) 


Die Gleichung einer krummen Fläche zwischen rechtwinkligen Coor- 
dinaten sei gegeben: 

1. 0, 
man soll in der Fläche eine Curve so ziehn, dafs die z für gleich lange 
Bogenstücke der Curve, gleich viel von einander verschieden sind, oder 


dals 
2. = 


wo » und A Constanten bedeuten, und A nicht gröfser als 1 ist. 


Erhebt man die erste dieser Gleichnngen und das Differential der 
zweiten ins Quadrat, so hat man folgende: 
dx” + = (X—1)92°, 
die letztere mit p°+9° multiplicirt und von dem Producte die erste ab- 
gezogen giebt: 


3. = 9. 


Eliminirt man nun zwischen den Gleichungen 1. und 3. #2 und 
substituirt in die daraus entspringende den aus dem Integral der Glei- 
chung 1. folgenden Werth von z, so erhält man eine Difierentialglei- 
chung zwischen x und y, deren Integral die Gleichung der auf der Ebene 
der x und y projicirten Curve giebt. 


oder 
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6. Lehrsatz. 


6. 
Lehrsatz (zu beweisen). 


(Vom Herrn Prof. Gudermann zu Üleve. ) 


Mind zweı eckige Körper (Polyeder) X, X‘ (die Anzahl der Ecken eines 
jeden sei e) symmetrisch (symmetrisch gleich), so kann jeder in eine 
enge m von kleineren Körpern so getheilt werden, dafs die des einen 
einzeln congruent sind denen des andern. Die Menge r:, die beliebig ver- 
sröfseri werden kann, ist 

m —= —2). 


bezeichnet ferner e die Menge der an einem solchen Körper um 
irgend einer Eche £ herum, ihr zunächst liegenden Ecken (jede von 
ihnen muis mit der Ecke E immer zu einer und derselben Grenzfläche 


schören), so ist auch 
m um 12 (2e —e—4). 


Ihieser Ausdruck ıst offenbar ein Minımum, wenn die Ecke £ unter alien 
Icken des Körpers Ä eine solche ıst, für welche e nicht grölser sein 
kann. -Für eine Pyramide ist e=e— ı und also m = 12(e—3). 
Ist X ein prismatischer Körper mit nicht parallelen Kanten, so ıst 
e—=4e-+2 und m=18’e—4). Das vorhin bezeichnete Minimum 
ist indessen nicht immer ein solches. Es leidet Ausnahmen beı Körpern 
von besonderer Beschaffenheit. 


4 
- 


7. 
Von den metrischen Relationen im Gebiete der 


Lineal-Geometrie. 
(Vom Herrn Prof. Möbius zu Leipzig. ) 


Die Geometrie der geraden Linie oder die Lineal- Geometrie, ein Aus- 
druck, dessen sich zuerst der scharfsinnige Lambert *) bedient zu ha- 
ben scheint, enthält alle diejenigen geometrischen Aufgaben, die sich 
blofs mit Hülfe des Lineals, ohne Anwendung des Zirkels, lösen lassen, 
und beschränkt sich eben so nur auf diejenigen Eigenschaften einer Fi- 
gur, welche aus den Bedingungen hervorgehen, dafs drei oder mehrere 
gewisse Puncte der Figur in Einer Geraden liegen, oder dafs drei oder 
mehrere gewisse Gerade sich in Einem Puncte schneiden; auf Eigen- 
schaften also, welche eine Figur unverändert beibehält, wie auch ihre 
Theile die Lage gegen einander ändern mögen, nur dafs jede drei oder 
mehrere Puncte, welche Anfangs in einer Geraden lagen, auch fortwäh- 
rend in einer Geraden bleiben. Die Beziehung, welche zwischen der so 
geänderten Figur und der anfänglichen statt findet, habe ıch in meinem 
Barycentrischen Calcul Gollineations - Verwandtschaft genannt 
und von ihr im 2ten Abschnitt, 5. — 8. Cap. gehandelt. 

Es ist diese Beziehung oder Verwandtschaft, so lange nur von ebe- 
nen Figuren die Rede ist, einerlei mit derjenigen, welche zwischen ei- 
ner ebenen Figur und ihrer perspectivischen Projection auf eine andere 
Ebene obwaltet. Liegen nemlich drei Puncte der erstern Figur ın einer 
Graden, so sind immer auch ihre Projectionen in einer Geraden enthal- 
ten, in derjenigen, worin die letztere Ebene von einer durch das Auge und 
die erstere Grade gelegten Ebene geschnitten wird. Und umgekehrt läfst 
sich zeigen, dafs von zwei ebenen Figuren, welche in jener Verwandi- 
schaft zu einander stehen, die eine immer als perspectivische Projection 
der andern angesehen werden kann (Bar. Cale. 5.230. Anmerk.). Dochı 
habe ich von dieser an sich sehr fruchtbaren Ansicht in genannter Schrift 


*), Lamberts freie Perspective. Anmerkungen und Zusätze S. 162. 
Crelle's Journal. IV. Bd. 2. If. 14 


1 
; 
y 
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keinen Gebrauch gemacht, da mir theils der Hülfsbegriff des Augen- 
punctes zu fremdartig schien, theils diese Ansicht bei Figuren im Raume 
nicht füglich mehr anwendbar ıst. Ich bın daher a. a. O. von der ge- 
genseitigen Beziehung der Figuren nach der geraden Linie unmittelbar 
ausgegangen, habe damit die hierhergehörigen Relationen, die graphi- 
schen, so wie dıe metrischen, entwickelt, und habe, was insbesondere die 
metrischen anlangt, den allgemeinen Character derselben, ihre verschie- 
denen Formen und gegenseitige Abhängigkeit zu bestimmen gesucht. 

Da ich mich aber bei diesen Entwickelungen der barycentrischen 
Rechnung bedient habe, und hierdurch, so wie durch die neuen dabei ge- 
brauchten Ausdrücke, Mancher von einem näheren Eingehen in meine Un- 
tersuchungen zurückgehalten werden mag, gleichwohl aber die gefundenen 
Resultate für die Geometrie nicht ohne einigen Werth sein dürften, so hat 
es mir zweckmäfsig geschienen, die gedachten Gegenstände im Vorliegen- 
den mittelst der gewöhnlichen Coordinatenmethode, und somit allgemein 
verständlich, von Neuem zu behandeln, und dieses um so mehr, da die lineal- 
geometrischen Untersuchungen in neuester Zeit, besonders von französi- 
schen Mathematikern, mit einer Art Vorliebe betrieben zu werden scheinen. 

Aufserdem aber, dafs hier nur die gewöhnliche Coordinatenmethode 
zum Grunde gelegt ıst, unterscheidet sich gegenwärtiger Aufsatz von dem, 
was oben erwähnte Schrift über diese Gegenstände enthält, durch meh- 
rere neu hinzugekommene Bemerkungen, besonders aber durch die am 
Schlusse aufgestellten metrischen Relationen bei Kegelschnitten, die ich. 
erst neuerdings gefunden habe. Um übrigens diesem Aufsatze einen nicht 
zu grofsen Umfang zu geben, habe ich mich blofs auf ebene Figuren be- 
schränkt. — Die citirten $. beziehen sich auf den Baryce. Caleul. 

1) Von zwei Ebenen, deren gegenseitige Lage hierbei nicht ın Rück- 
sicht kommt, entspreche jedem Puncte der einen Ebene ein Punct ın der 
andern so, dafs für jede drei Puncte der einen Ebene, welche in einer 
Geraden liegen, die entsprechenden drei Puncte der andern ebenfalls in 
einer Geraden enthalten sind; dafs folglich, wenn man in der einen 
Ebene eine Gerade zieht, die den Puncten dieser Geraden in der andern 
Ebene entsprechenden Puncte gleichfalls eine Gerade bilden; oder kür- 
zer, dafs jeder Geraden in der einen eine Gerade in der andern (folg- 
lich auch jeder krummen Linie in der einen eine krumme, nicht gerade 
Linie in der anderen) entspricht. 


= 
r 
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2) Um dieses gegenseitige Entsprechen der Puncte beider Ebenen 
analytisch auszudrücken, ziehe man in jeder derselben zwei sich unter 
beliebigem Winkel schneidende Coordinatenaxen, und nenne x, y die 
Coordinaten irgend eines Punctes der einen Ebene; /, u die Coordinaten 
des entsprechenden Punctes der andern. Hiernach müssen ? sowohl als 
u Functionen von x und y sein: 

t=F(üay), u=6(,y). 

Um die Formen dieser Functionen auszumitteln, nehme man an, 

es sei in der Ebene der £, u irgend eine gerade Linie gezogen, deren 


Gleichung: 
= 0. 
Die Gleichung für die entsprechende Linie in der Ebene der x, y wird 
sein: 
(1) = 0. 

Da nun diese Linie ebenfalls gerade sein soll, so mufs die Glei- 
chung 1.), so wie sie nach &, ß, Y linear ist, auch nach x und y linear 
sein. Die allgemeinste Form einer solchen Gleichung ist aber: 

2) = 0, 
wo in dem letzten Gliede der Coefhicient von x weggelassen ist, indem 
man sich mit demselben alle übrigen Coeficienten a, b, .. n divi- 
dirt vorstellen kann. Aus der Identität der Gleichungen (1.) und '(2.) 
für alle Werthe, welche man den Constanten &, ß, y ertheilen mag, 


folgt aber: 
Fx+ey+h 

und hiermit sind die Formen der Functionen, welche £ und u von x, y 
seın müssen, vollkommen bestimmt, 

3) Drückt man mittelst der Gleichungen (3.) umgekehrt x und y 
durch f, x aus, so wird man Ausdrücke von derselben Form wie die vo- 
rigen erhalten, nemlich Brüche, deren Zähler und Nenner lineare Functio- 
nen von £ und z, und deren Nenner überdies einander gleich sind; woraus 
zu schliefsen, dafs wenn jeder Geraden in der Ebene der ?, # eine Gerade 
in der Ebene der x, Yy entspricht, auch umgekehrt jede Gerade der letz- 
tern Ebene eine Gerade in der erstern zur entprechenden Linie hat. 

Eben so erhellet, dafs die Gleichungen (3.) ihre Form nicht än- 
dern, wenn statt x und Y oder statt Z und v Ausdrücke von der Form 


öx+sy-+l oder AX--uu-4y gesetzt werden, d.h. wenn man statt der an- 
14? 


3.) Fo,yJ)=t= 


| 
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fänglichen Coordinatenaxen beliebige andere Linien zu Axen wählt; wie 
dies auch schon aus der Natur der Sache folgt. 


Aus der Gleichung (3.) geht weiter hervor, dafs einem in end- 
licher Entfernung vom Anfangspuncte der Coordinaten gelegenen Puncte 
der einen Ebene, in der andern auch ein unendlich entfernter Punct ent- 
sprechen kann, und dafs einem unendlich entfernten Puncte der einen 
Ebene im Allgemeinen ein endlich gelegener in der andern entspricht. 
Ueberhaupt nemlich werden alle unendlich entfernten Puncte der Ebene 
der Z, z, in der Ebene der x, y durch die Puncte der Geraden vorgestellt, 
deren Gleichung + my--n=0 ist; und eben so giebt es eine gewisse 
Gerade in der Ebene der ?, u von der Beschaffenheit, dafs jeder Punct 
der Ebene der x, y, welcher einem Puncte dieser Geraden entspricht, 
unendlich entfernt ist. — Bei der perspectivischen Projection ist diese 
Gerade einerlei mit derjenigen, in welcher eine durch das Auge, parallel 
mit der abzubildenden Ebene, gelegte Ebene die Tafelebene schneidet. 


Von zwei oder mehreren Linien, welche mit einander parallel lau- 
fen, sind daher die entsprechenden Linien nicht ebenfalls einander parallel, 
sondern schneiden sich in einem Puncte. Jedem Systeme paralleler Lu- 
nıen in der einen Ebene gehört daher in der andern Ebene ein Punct zu: 
der Durchschnittspunct der den Parallelen des jedesmaligen Systems ent- 
sprechenden Geraden. Alle diese Puncte aber sind in einer und derselben 
Geraden enthalten, in der Geraden, deren Puncte den unendlich entfern- 
ten Puncten der erstern Ebene entsprechen. 


#4) In den zwei Gleichungen (3.) kommen acht von einander un- 
abhängige Constanten a, b, ce, f, 8, A, m, n vor. Sie lassen sich bestim- 
men, wenn man von vier Puncten ın der einen und den vier ihnen ent- 
sprechenden Puncten in der andern Ebene die Coordinaten kennt. Substituirt 
man diese der Reihe nach für x, y, /, u in den Gleichungen (3.), so erhält 
man 4 solcher Paare von Gleichungen, woraus sich die 8 Constanten, durch 
die Coordinaten der vier Paare sich entsprechender Puncte aysgedrückt, ab- 


leiten lassen. Auch können nunmehr für jeden fünften durch seine Coordı- 
naten gegebenen Punct der einen Ebene die Coordinaten des entprechen- 


den Punctes in der andern gefunden werden. Man bemerke nur noch, 


dals, wenn jene Bestimmung der 8 Constanten ausführbar sein soll, von 
den anfänglichen vier Puncten in der einen, und folglich auch von den 
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vier ihnen entsprechenden ın der andern Ebene, keine drei in gerader 
Linie liegen dürfen. 

Wenn daher die Puncte zweier Ebenen in die jetzt in Rede stehende 
lineare Beziehung zu einandar gesetzt werden sollen, so nehme man ir- 
gend 4 Puncte 4, B, C, D in der einen und beliebige 4 Puncte 4, B', 
C', D’ in der andern Ebene, — nur dafs weder von den 4 erstern, noch 
von den 4 letztern irgend 3 in einer Geraden sind, — und setze sie einan- 
der entsprechend: 4’dem A, ... D’dem D. Hiermit ist für jeden fünf- 
ten Punct E der einen Ebene der Ort des entsprechenden fünften E’ ın der 
andern vollkommen bestimmt. Zwischen je vier Puncten, — dies folgt 
daraus schlüfslich, — und den ihnen entsprechenden, wo weder von jenen 
noch von diesen vier Puncten irgend drei in einer Geraden sind, kann 
daher keine hierhergehörige metrische Relation noch nicht statt finden, 
wohl aber wenn ein fünftes oder noch mehrere Paare sich entsprechen- 


der Puncte hinzu kommen. 

9) Um jetzt diese Relationen zu entwickeln, wollen wir von dem 
speciellen Falle ausgehen, wo die ın Betracht zu ziehenden Puncte der 
einen, und folglich auch die entsprechenden in der andern Ebene, in ge- 
rader Linie liegen. Heiflsen A, A, X, ... die Puncte in der Ebene 
der x, y, und 7, 7%, 7”, ... die ihnen entsprechenden in der Ebene 
der /, u. Weil ın jeder der beiden Ebenen die Coordinatenaxen nach 
Willkühr gelegt werden können, so werde die Axe der x durch die 
Puncte A, X, ... und die Axe der durch die Puncte 7), 7',... ge- 
zogen. Seien hiernach die Abscissen von X, A’, ... resp. x, . ..; 
und von 7, 7’, ... resp. =t, ..., so hat man, weil die Ordinaten 
(y und u) für dıe einen sowohl als die andern Puncte null sind, folgende 
Gleichungen: 
eic. 


Da in jeder derselben von den obigen acht Constanten nur drei noch 
vorkommen, so wird man durch Verbindung irgend vier solcher Glei- 


chungen eine Gleichung zwischen den Abscissen von vier Paaren sich 
entsprechender Puncte allein erhalten können. Da ferner durch Annahme 


anderer Anfangspuncte in den Axen der x und ? jene Gleichungen zwi- 


schen Z und x ıhrer Form nach offenbar unverändert bleiben und nur 
die darin vorkommenden Constanten a, ec, 2 andere Werthe erhalten, so 


“ 
| 
| 
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wird auch die durch Elimination dieser Constanten hervorgehende Glei- 
chung von den Anfangspuncten der Abseissen unabhängig sein und nıur 
solche Gröfsen enthalten, wodurch die gegenseitige Lage der Puncte X, 
X,... und Z, Z%,... selbst bestimmt wird. 


Liegen daher die in Betracht gezogenen Puncte der einen und 
folglich auch die entsprechenden Puncte der andern Ebene in gerader 
Linie, so wird zwischen je vier Paaren derselben eine metrische Rela- 
tion obwalten. Die zu ihrer Herleitung erforderliche Elimination von a, 
c, n läfst sich durch folgende Rechnung bewerkstelligen. 


Zuerst hat man: 


(an— ce) x) (an—c) (x — x‘) 


!—t 


und daher 


und eben so 


folslich 


ist nun M der Anfangspunct in der Axe der ?, so hat man =MIT, 
"—=MT, MT", etc., von welchen Linien je zwei, wie M7' und 
AMT, einerlei oder entgegengesetzte Zeichen haben, je nachdem die Puncte 
7 und 7” auf einerlei oder verschiedenen Seiten von M liegen. Hier- 
durch wird !—t=77, etc., von denen man daher 
wiederum je zwei, wie ZZ’ und Z’7”, mit einerleı oder verschiedenen 
Zeichen zu nehmen hat, je nachdem die durch die Stellung der Buch- 
staben zugleich angedeuteten Richtungen, von Z' nach Z” und von 7" 
nach 7”, ın der Axe der ? einerlei oder einander entgegengesetzt sind. 
Auf gleiche Art ıst 2 — x = AÄX', etc. ın der Axe der x; die gefundene 
Proportion aber erhält die Gestalt: 


T' T" 77 : TH 


6) Für drei Puncte #4, B, C der einen Ebene, welche in einer 
Geraden liesen, können daher, — so lange noch keine andere Paare sıch 
entsprechender Puncte angenommen worden, — die entsprechenden Puncte 
-f, 8, C in der andern Ebene nach Belieben gewählt werden, nur dais 
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sie ebenfalls in einer Geraden sind. Für jeden vierten Punct D in der 
Geraden ABC ist alsdann der entsprechende Punct D’ in der Geraden 
A'B‘C' durch die Proportion bestimmt: 

AB AD A'B' 

BC'DC  B'C'DC’ 
wo nur die vorigen 7”, X, X‘, mit 4, B,... Bb',... ver- 
tauscht sind. 


Das erste Glied = ist, wie aus dem vorhin Gesagten erhellet, 


positiv oder negativ, nachdem B zwischen oder aufserhalb # und € liegt, 
und drückt das Verhältnifs aus, nach welchem die Linie #C ım Puncte 
B geschnitten wird. Dasselbe ist auch auf die drei übrigen Glieder der 


Proportion anzuwenden. 
Das Verhältnifs BC'DE 


nifs zwischen den Verhältnissen, nach welchen die Gerade AU das eine 
Mal ın B und das andere Mal in D geschnitten wird. Ein solches aus 
vier Puncten in einer Geraden sich bildende Verhältnifs habe ich (\. 1%.) 
Doppelschnitts-Verhältnifs genannt. 


Da, wie die Folge zeigen wird, alle bei der Lineal-Geometrie 
vorkommenden metrischen Relationen aus D. Verhältnissen (Doppelschnitts- 
Verhältnissen) zusammengesetzt sind, oder sich doch auf solche zurück- 
führen lassen, so sah ich mich zur Einführung einer abgekürzten Schreı- 
bart veranlafst. Zu dem Ende drückte ich ein D.Verhältnifs blofs da- 
durch aus, dafs ich die vier Puncte, als den ersten und zweiten Grenz- 
punct der geschnittenen Linie, den ersten und zweiten Schneidepunct in 
der genannten Ordnung neben einander setzte, sie durch Co:umata un- 
terschied und mit Haken einschlofs ($. 183.) und hiernach das vorige 
D.Verhältnifs also darstellte: (4, C, B, D). 

Das einfachste Beispiel eines D. Verhältnisses giebt die bekannte 
harmonische Theilung. Eine Linie ZB wird in C und D harmonisch 
getheilt, wenn sie in C und D nach gleichen Verhältnissen getheilt wırd, 
nur dafs die Exponenten dieser Verhältnisse entgegengesetzte Zeichen ha- 
ben, dafs mithin von den zwei Puncten Ü und ’) der eine innerhalb, der 
andere aufserhalb 4 und BD liegt; also in Zeichen, wenn 


Y . AU AD 
AC:Cb (4D:DD), d. 1. 


ist daher nichts anderes, als das Verhält- 


= — 1; 
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oder, nach der kürzeren Schreibart, wenn 
(4,B,6,D)= —ı. 

7) Das in Nr.5. erhaltene Resultat können wir jetzt kürzlich so 
ausdrücken: Jedes D.Verhältnils zwischen vier Puncten einer 
Geraden in der einen Ebene ist dem aus den entsprechenden 
Puncten der andern gebildeten D.Verhältnisse gleich. Ha- 
ben daher 4, B,..., 4, B‘,.... dieselbe Bedeutung wie in Nr. 6., so ist: 

(4,B,C,D) = (4',B’, 

Hiemit kann, wie schon dort bemerkt wurde, wenn von diesen 
S Puncten 7 gegeben sind, der Ste gefunden werden. Auf eben die Art 
mufs nun auch sein: 

(4,0,B,D) = (4',C',B',D‘), (B,4,(C,D) = (B',4', C',D') ete., 
wıe auch die Buchstaben in jedem der zwei einander gleichen D.Ver- 
hältnisse mit einander vertauscht werden, wenn es nur ın beiden auf 
gleiche Art geschieht. Da aber hierdurch keine neuen Bestimmungen 
für den achten Punct hervorgehen können, so messen die D. Verhältnisse 
(A4,6,B, D), (B,4,C,D) ete., und wie auch sonst noch die vier Ele- 
mente 4, . . . D permutirt werden mögen, insgesammt Functionen von 
(4,B,C,D), also auch von einander abhängig sein. Und in der That 


findet sich leicht, dafs wenn man (4,B,C,D) =a setzt: 
1 1 


[B,A, II. (4,6,B,D) =ı1-—a, Ul. (4,B,D, 
ist, woraus man alle übrıgen Permutationen berechnen kann. Denn von 
irgend einer der 24 Permutationen, welche aus 4 Elementen sich bilden 
lassen, kann man schrittweise zu jeder andern von ihnen gelangen, in- 
dem man nach und nach bald die zwei ersten, bald die zwei mittleren, 
bald die zweı letzten Elemente mit einander vertauscht. Durch Vertau- 
schung der zwei ersten (l.) oder der zwei letzten (Ill.) erhält man aber 
den reciproken Werth des vorhergehenden, und durch Vertauschung der 
zwei mittleren Elemente (I}.) die Ergänzung des vorhergehenden Werthes 
zur Einheit. Auf diese Weise ergiebt sich, dafs jedes der 24 D. Verhält- 
nisse, welche sich aus den 4 Puncten bilden lassen, einen der 6 Werthe hat: 


| 


Q a—1’ 
NB. Setzt man diese 6 Werthe ın ihrer Folge = a,b, c. d, e, J, 
o Eine unend- 


[3 
% 
223 
Er 
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| liche Reihe, deren erstes Glied =«, und wo das Product aus jedem un- 
| geraden Gliede in das nächtsfolgende gerade = 1, so wie die Summe jedes 
geraden Gliedes und des nächstfolgenden ungeraden —=1 sein sollte, würde 
daher nichts anderes, als eine continuirliche Wiederholung jener 6 Werthe 


144 1—a sein. 
? a 


8) Um, wenn die Puncte 4, P, C, D einer Geraden «, und von 
den entsprechenden Puncten B/,.... der entsprechenden Geraden «‘ 
drei Puncte 4’, B‘, C’ gegeben sind, den vierten D’ zu finden, kann 
man sich folgender einfachen Construction bedienen. 

Man setze die Linien @ und «‘ (Fig. 1. Taf. 11.) unter einem beliebigen 
Winkel an einander, so dafs die Puncte #7 und 4’ zusammenfallen, 
Hierauf ziehe man BP’ und CC’, welche sich in © schneiden, so ist 
dieser Durchschnitt von OD mit «’ der gesuchte Punct D“. 

Um die Richtigkeit dieses Verfahrens zu beweisen, ist nur dar- 
zuthun, dafs (4, b', C', D) = (A,B,C,D). Man denke sich zu dem 
Ende eine der eben construirten Figur entsprechende gezeichnet; die 
den Puncten A, B,... ... O entsprechenden seien darin ß,... 
25... 0, und daher (a, 2, C,D), N)=(4, 
Werde nun, was immer geschehen kann (Nr. 3.), der Puncet © unendlich 
entfernt angenommen, so sind ßP’, yy‘, 00’ mit einander parallel, und 
es verhält sich yP=ay': Mithin ist 

(2,8, = 0), 


(4,8,C,D) = (4, B/,0', DN. 

9) Seien jetzt in der Geraden AB aufser den 4 Puncten #,... D 
noch mehrere andere E, F, G,.... gegeben. Die ihnen entsprechenden in 
der Geraden heifsen F', G’,... So wıe nun nach willkühr- 
licher Annahme von £, 5b’, C’, der Punct D’ durch die Gleichheit der 


PD. Verhältnisse 


also auch 


(4,B,C,D) = (4, = d 
bestimmt wurde (Nr. 6.), so werden auch die übrigen Puncte #", /", G', ... 
mittelst der Gleichungen 
= = 
(A, b, (4', B', C, J 
u. 8. W. u. s. w. 
sich finden lassen. und. es werden nach verrichteter Construction auch 
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je zwei andere D.Verhältnisse zwischen sich entsprechenden Puncten, z. B. 
(B,C,E,F) und (B’, E‘, 

einander gleich sein, jedes derselben = x. Da nun zur Construction 
des Systems der Puncte 4, B',...E,F',..., wegen der willkühr- 
lichen Bestimmung der drei ersten, auch schon die Kenntnifs der Expo- 
nenten d, &, /, ... hinreicht, und sich alsdann aus der Construction der 
Werth von x selbst ergiebt, so mufs x eine Function von d, ef, - -- 
sein. Hat man also ein System von 7z Puncten #, 5b, C, D, ... in einer 
geraden Linie, so ist von den —3 D.Verhältnissen (d, e, f, . ..), welche 
die drei ersten Puncte #4, DB, € mit jedem der m —3 übrigen bilden, 
jedes andere D.Verhältnifs (x) des Systems eine Function. Denkt man 
sich daher alle möglichen D.Verhältnisse zwischen den 77 Puncten als 
Functionen dieser m —3 Gröfsen d, e, f, .... ausgedrückt, so kann man, 
wenn irgend 2 — 3 von einander unabhängige dieser D.Verhältnisse ge- 
geben sınd, daraus die Werthe von d, e,f,... und somit den Werth 
jedes andern D.Verhäitnisses finden. Also: 

Aus irgend m—3 von einander unabhängigen D.Ver- 
hältnissen eines Systems von m Puncten in einer geraden 
Linie kann jedes andere D.Verhältnifs dieses Systems ge- 
funden werden. (S. 157.) 

So findet sich, wenn bei den 5 Puncten A, ... E die zwei D.Ver- 
hältnisse (/,B, C,D)—=p und (RB, C,D,E)=g gegeben sind, jedes dritte 
als Function von > und 9, z.B. (4,E,B,D) = (1—p)(1—9). 

10) Die durch die Gleichheit der D.Verhältnisse ausgedrückte 
Relation zwischen zwei Systemen von Puncten in geraden Linien lälst 
sich auch noch auf eine andere merkwürdige Art darstellen. — Man hat: 


AC AD 
d= (4,B,C,D) = 75:55» 
und daher 
AD.CB.d = AC.DB, 
oder 


AD(AB— AC)d = AC(AB— AD), 
und wenn man mit ZBP.AC.AD dıvidırt: 
1—d 
AB 
und wenn man noch 1— d:d=ß:Yy setzt: 


P+r 
@) 


x 
> 
ei, 


7. Möbius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. 11] 


so wie umgekehrt hieraus die Gleichung: 


(4,B,6,D)=d= 
und hieraus weiter die Gleichung: 


folgt. Besteht daher zwischen den Abschnitten AB, AC, AD die Rela- 
tion (@.), so mufs auch für die entsprechenden Abschnitte #5‘, etc. 


3 P+7 
(@ .) zur A'C! A'D' 
sein; d. h. ist /D das harmonische Mittel von RB und -C für die Coef- 
ficienten und so ist es auch von und 4°C’ für dieselben 


Coeflicienten. 

Dafs diese Relation auf jede gröfsere Zahl von Paaren sich ent- 
sprechender Puncte in geraden Linien ausgedehnt werden kann, so dafs, 
wenn 


= 

dieselbe besteht, wenn man für A, B,... MM die 
Puncte B’/, ... M’ setzt, dies zeigt Poncelet in sei- 
nem Memoire sur les es moyennes karmonigues ım Hefte 

des 3ten Bandes dieses Journals, Seite 240. 
Um diese Erweiterung des vorigen Satzes mit Hülfe der Lehre 
von den 7), Verhältnissen zu beweisen, so folgt aus der angenommenen 


Gleichung: 


d. ı 
em DM 
also auch 
BM PM CM PM , „DM PM 


wo P einen beliebigen Punct der Geraden AB... bezeichnet; und weil 


BM PM __ AP AB 
— M.P,B etc. 
AB’ AP PM (4, M,P, B), 


so kommt: | 
B(4,M,P,B) + y(4,19,P,0) + +... = 0. 
‘Wegen der Unveränderlichkeit der D.Verhältnisse von dem einen 


Systeme zum andern ist daher auch: 
15 * 


112 7. Mobius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. 


+ O)+..=0, 
woraus sich auf umgekehrtem Wege 


ergiebt. 


11) Wir gehen nunmehr zu den Relationen zwischen zwei Sy- 
stemen von Puncten über, wo die Puncte jedes Systems für sich nicht 
mehr, wie bisher, blofs in einer Geraden, sondern in einer Ebene über- 
haupt liegen. Seien demnach 4, B, €, D (Fig. 2.) irgend vier Puncte 
der einen Ebene, von denen keine drei in einer Geraden sind, und 4‘, PB’, 
6‘, D‘ die ıhnen entsprechenden Puncte ın der andern, von denen eben- 
falls keine drei in einer Geraden liegen. Aufser diesen negativen Be- 
dingungen finden zwischen beiden Systemen keine weiteren statt, und 
die ersiern vier Puncte sowohl, als die vier letztern, können ganz nach 
Wıllkühr genommen werden. Mit jedem fünften Puncte E aber, der 
zu den vier erstern hinzukommt, wird auch der entsprechende Punct 
E' ın der Ebene der vier letztern bestimmt sein (Nr. 4.). 


Um nun E’ zu finden, wenn E gegeben ıst, hat man auch hıer 
blofs das Prinzip von der Gleichheit der D.Verhältnisse in Anwendung 
zu bringen. 


Man ziehe zu dem Ende BD, BE, welche #C in M, P treffen, und 
AD, AE, welche BC in N, 0 schneiden. Auf dieselbe Art werden M’, 
@ in der andern Ebene bestimmt, wo und damit einst- 
weılen als schon bekannt vorausgesetzt werden. Da nun 5, DB’ und D, 
D' zwei Paare sich entsprechender Puncte sind, so wird auch jedem an- 
dern Puncte der Linie BD ein Punct in 5'D‘, und eben so jedem 
Puncte in £C ein Punet in 4°C’, folglich dem Puncte M, als dem ge- 
meinschaftlichen Puncie der BD und .ZC, der Durschnittspunct M’ von 
und entsprechen. Auf gleiche Art sind auch und NY‘, P 
und ?/, Q und @ Paare sich entsprechender Puncte Es liegen aber 4, 
C, M, P und die ihnen entsprechenden Puncte 4’, M', ın gera- 
den Linien. Mithin mufs sein: 
AM.AP _ AM 
woraus sich / finden läfst, da alle übrigen in dieser Proportion vorkom- 
menden Puncte gegeben sind. — Eben so wird Q° durch die Gleichheit 


S 
z 


7. Mobius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. 113 


der D-Verhältnisse (B, C, /Y, und (5, N’, Q') gefunden. Hier- 
mit ergiebt sich endlich F£ als der gegenseitige Durchschnitt von D’P* 
und #0. 

12) So wıe der Punct £, so kann auch für jeden andern Punct 
in der ersten Ebene der entsprechende Punct in der zweiten durch zwei 
Gleichungen zwischen D.Verhältnissen gefunden werden, woraus noth- 
wendig folgt, dafs alle metrischen Relationen zwischen beiden Systemen 
auf die Gleichheit ıhrer D.Verhältnisse hinauskommen, und dafs eine 
solche Relation ım allgemeinen Falle, wo von den in Betracht kom- 
menden Puncten keine drei in einer Geraden liegen, zwischen nicht 
weniger als fünf Paaren sich entsprechender Puncte bestehen kann. 


Die zur Aufstellung einer solchen Relation im Vorigen angewen- 
deten Hülfspuncte 7, P oder YV, Q und die ihnen entsprechenden M’, 
P', etc. können folgendergestalt beseitigt werden. Es ıst ein bekannter 
Satz, dafs wenn eine Gerade .fC von einer andern BD) im Puncte M ge- 
schnitten wird, das Verhältn:fs, nach welchem dieses geschieht, 
AM:CM = dem Verhältnisse der Dreiecke BD: CRD 
ist. Auf gleiche Art hat man, weil BE die 4C in P schneidet, 
AP: CP = ABE:CBE 
und eben so in der andern Figur: 
A'M':CM' — etc. 
Hierdurch aber verwandelt sich die obige Proportion 1. in: 
{PD Apr _ ame 
CBD’CBE C'B'E'" 
Sind demnach 4, ... E irgend fünf Puncte der einen Fbene, und 
A’, ... E’die ihnen entsprechenden in der andern, so findet zwischen den 
durch ihre Verbindung gebildeten Dreiecken immer die Proportion I. statt. 


Da die fünf Paare sich entsprechender Puncte ganz nach Belieben 
zu nehmen sind, so können auch die in II. sie bezeichnenden Buchsta- 
ben wıllkührlich, nur in beiden Systemen auf einerlei Weise, mit ein- 
ander vertauscht werden. So folgt z.B. durch Verwechselung des 4 mit 


B und des 4° mit PD": | 

BAD BAE _ 

CAD'CAE 
eine Proportion, welche auch geradezu aus der Gleichung der D.Ver- 
hältnisse (2, C, IV, und C’, (Nr. 11.) entspringt. 


 \r 

« > 
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13) Wenn es nıcht darauf ankommt, bei Angabe der von der 
einen Ebene zur andern constant bleibenden Verhältnisse nur die mög- 
lich kleinste Anzahl (=5) willkührlich genommener Puncte zuzulassen, 
so kann man diesen Verhältnissen noch mehrere andere Formen geben, 
die ihrer symmetrischen Bildung wegen angeführt zu werden verdie- 
nen. — Werde die Linie /B (Fig. 3.) von den Linien CD und EF in 
den Puncten M und /V geschnitten, so ist, wie in Nr. 12.: 

= ACD:bCD, 
AN:EN = AEF:BEF, 
nd folglich das Verhältnifs 
dem D,Verhältnisse gleich, und dalhıer das eben so 


aus den 6 entsprechenden Puncten 4 


gebildete von gleichem 
\Verthe,; wobeı man noch bemerke, dafs von den # Dreiecken des Ver- 
hältnisses 11.” die zwei ersten und die zwei letzten einerlei Grundlinien 
(CD und Ef), das erste und dritie aber, so wie das zweite und vierte 
einerlei Spitzen (/ und 3) haben. 

Kürzer noch kann man dalıer dieses Verhältnifs ausdrücken durch 


/ 
(da:Ba):(db:Bl) = 


wo a, b für die Linien CD, Ei gesetzt sind, und somit 4« das Dreieck 
bezeichnet, welches £ zur Spitze und « zur Grundlinie hat, etc. 

14) Seien jetzt J, C,.... mehrere Puncte und db, c,. 
mehrere gerade Linien von besiimmter Länge in der einen Ebene, so ıst, 
wie wir eben gesehen haben, von dieser Ebene zur andern das Verhältnifs 


Aa Db 
Da "Ab 
constant; und eben so müssen es auch die Verhältnisse 
Ab Co_p Aba_,, AdEe_y 


sein. Bildet man aus ihnen die Producte aß, aßy, aßyd, etc., so be- 
kommt man: 


Aa Bb 
MM. 
IV Aa Bb Cc Da 
* Ba’ Cb De’ Ad’ 
vV. Aa Pb Cc Da Ee etc., 


Ba’ Cb’De 'Ed'Ae’ 
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zusammengesetzte Verhältnisse, die daher gleichfalls von der einen Ebene 


zur andern constant sein müssen. 

Es lassen sich aber diese Verhältnisse noch anschaulicher darstel- 
len, wenn man statt der Linien a, b, c, ... ihre Durchschnitte mit den, 
die Puncte -/, B, C, ... unter einander verbindenden Jiinien einführt. 
Werde nemlich die Linie /B von a ım Puncte HM, BC von b in /, 
CA und CD von e in O und P, DZ und DE von d in P und R, EA 
von ein ö, etc. geschnitten, so ist, nach dem in Nr. 12. angeführten Satze: 


Aa_AM Bb_BN Cc_CO Ce_CP Dd_DO 
Ba BM’ CN’ Ac 40’ De DP’ Ad 9° 
und die Verhältnisse I11., IV., V., etc. werden damit: 
„ AM BN CO 
024 
„ AM BN CP DO 
IV“ 04 
MB'NC'PD’RE'SA’ 


714 


wobeı jeder einzelne Factor, wie Typ, das Verhältnifs ausdrückt, nach 


welchem der zweimal gesetzte Punct M die Linie schneidet, welche die 
zwei andern Puncte # und PB verbindet, und wo daher die drei in je- 
dem Factor vorkommenden Puncte immer in einer Geraden liegen. 

Hiernach ist das Verhältnifs IIL.* zusammengesetzt aus den drei Ver- 
hältnıssen, nach welchen die drei Seiten PD, BC, CA des Dreiecks AbU 
von den resp. in ihnen liegenden Puncten 77, N, O getheilt werden. Eben 
so ıst IV.* das Verhältnifs, nach welchem die vier Seiten AB, ... DA 
des Vierecks /BCD resp. in 27, N, P, 0 geschnitten werden; u. s. w. 
Ich habe daher die solcher Gestalt gebildeten Verhältnisse I11.*, IV.”, V.* 
u. 5 w. Dreieck-, Viereck-, Fünfeckschnitts- Verhältnisse 
u. 5. w. und überhaupt Vieleckschnitts - Verhältnisse genannt 
($. 219.) 

15) Jedes Vieleckschnitts- Verhältnils ist daher von 
der einen Ebene zur andern constant; d.h. sind -/ und 4‘, B 
und 5’,...Z und 7’ mehrere Paare sich entsprechender Puncte, also 


*) Dafs hierbei die Buchstaben in den Nennern der einzelnen Factoren in umgekehrter Folge 
geschrieben worden, MDB statt des vorigen BMI, etc., ist deshalb geschehen, um diese Formeln mit 
denen im Baryc. Caleul übereinstimmend darzustellen. Die absoluten Werthe «derselben ändern 
sich dadurch nicht, sondern nur von III., V., VII etc. die Vorzeichen. 
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AB, ... I und -fB‘, ... I‘ zwei sich entsprechende Vielecke, sind fer- 
ner M, N,... X resp. ın den Seiten ZB, BC, ... IA der erstern Viel- 
ecks nach Belieben genommene Puncte, und M’, N’, ... X’ die ent- 
sprechenden Puncte, die daher resp. in den Seiten AB‘, B’C/, ... IA’ 
des andern Vielecks liegen werden, so ıst das Product aus den Verhält- 
nissen AM:MB, BN:NEC, etc. /X:A4, nach welchen die Seiten AD, 
BC, ... Z# des einen Vielecks von den in ihnen gewählten Puncten M, 
/‘, 2... ÄX getheilt werden, von derselben Gröfse, als das Product, welches 
aus den entsprechenden Verhältnissen #M’:M'B‘, B'N': N’'C', ete. I’X':X’4' 
des andern Vıielecks zusammengesetzt wird. 

Dieser Satz gilt immer, wie auch die Puncte A, B,... I oder 
die Spitzen des Vieiecks liegen mögen, selbst wenn sie alle, und folglich 
auch die Schneidepuncte Y, N,... A, ın einer und derselben Geraden 
enthalten sind; er gilt immer, welches auch die Zahl der Spitzen sein 
mag, selbst wenn deren nur zweı sind, und mithin das Vieleck zum 
Z:weieck wird. Denn seien #/, die beiden Spitzen und folglich DA 
die beiden Seiten, 4, /Y ihre Schneidepuncte, so reducirt sich das Viel- 
ecksverhältnifs auf MB) (DN: welches einerlei mit dem D. Ver- 
hältnifs (#22: und mithin von der einen Ebene zur an- 
dern ebenfalls constant ist. Ein D.Verhälinifs läfst sich daher auch 
als das einfachste Vıielecksverhältnils, nemlich als ein Zweieckschnitts- 
verhältnıfs, betrachten. 

Der Begriff des Vielecks ıst demnach hier in ganz allgemeiner 
Bedeutung zu nehmen und darunter eine Figur zu verstehen, die von ei- 
ner in Sich zurückkehrenden, gebrochenen geraden Linie gebildet wird. 
Die Rückkehr in sich selbst, welchz daran erkannt wird, dafs bei jeder 
der Formeln I11*, IV.*, V.*, etc. die Vıielecksspitze ım Zähler des ersten 
Vactors zugleich im Nenner des letzten vorkommt, und das überhaupt 
von je zwei nebeneinander stehenden Factoren die Spitzen ım Nenner des 
vorangehenden und ım Zähler des nachfolgenden einerlei sind, — diese 
Rückkehr ist etwas wesentlich Nothwendiges, indem mit Weglassung ır- 
send eines der Factoren, als wodurch die Schliefsung des Vielecks unter- 
brochen würde, auch die Uuveränderlichkeit des Verhältnisses von der 
einen Ebene zur andern nicht mehr statt finden würde. 

16. Sind in einer Ebene m Puncte gegeben, und sollen ın einer 


andern Ebene die ihnen entsprechenden Puncte gefunden werden, so kann 


43 
| 
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man von letzteren irgend 4 nach Willkühr nehmen, worauf jeder der 
m — 4 übrigen Puncte dadurch gefunden wird, dafs man zweı die Lage 
des Punctes in der ersten Ebene bestimmende D.Verhältnisse ın der andern 
Ebene von gleicher Gröfse macht (Nr. 11.). Zur Construction des ganzen 
Systems in der andern Ebene sind daher nicht mehr als 2(n —4) D.Ver- 
hältnisse überzutragen nöthig, und es werden sodann auch je zwei an- 
dere D. Verhältnisse zwischen sich entsprechenden Puncten beider Ebe- 
nen einander gleich sein. — Es folgt hieraus, wie in Nr.9., dafs von 
den gedachten 2(m—4) D.Verhältnissen alle andern in den Figuren 
noch vorkommenden D, Verhältnisse abhängig sind, und überhaupt, weil 
jedes Vielecksverhältnifs als eine Function von D.Verhältnissen, und je- 
des D.Verhältnifs zugleich als Vielecksverhältnifs betrachtet werden kann 


‘Nr. 15.): 

Sind bei einem Systeme von mPuncten in einer Ebene 
‚on den aus der gegenseitigen Verbindung der Puncte 
durch gerade Linien entstehenden Vielecksverhältnissen 
irgend 2m —S von einander unabhängige gegeben, so kann 
daraus jedes andere Vielecksverhältnils der Figur gefun- 
den werden ('.233.). Oder mit andern Worten: 


Zwischen je 2” —7 Vielecksverhältnissen, welche 
durch geradlinige Verbindung von 7m Puncten in einer 
Ebene entstehen, findet immer wenigstens eine Glei- 
chung statt. 

Uebrigens ist diese geradlinige Verbindung keinesweges blofs auf 
die 3» (m —.ı) Linien zu beschränken, welche die Puncte zu zweien 
mit einander verknüpfen. Denn die hierdurch in beiden Ebenen entste- 
henden Durchschnittspuncte entsprechen sich wiederum (Nr. 11.); die durch 
je zwei derselben, die noch nicht durch eine Gerade verbunden waren, 


von Neuem gezogenen Geraden sind daher gleichfalls sich entsprechende 
Linien, und folglich die neuen durch sie gebildeten D.- und Vielecks- 


Verhältnisse von der einen F,bene zur andern einander gleich. Wie weit 
man daher auch die Verbindung der 2 Puncte fortsetzen mag, so dals 
immer die entstehenden Durchschnitte von Neuem unter sich und mil 
den anfänglichen 2 Puncten oder den schon vorhandenen Durchschnit. 
ten verbunden werden, so können doch alle hiermit sich bildenden Viel. 
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118 7. Möbius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. 


ecksverhältnisse aus irgend 272 — 5 derselben, die von einander unab- 
hängig sind, gefunden werden. 

17) Eine ganz besondere Aufmerksamkeit verdient der so eben 
erhaltene Satz für den Fall, wo >» seinen möglich kleinsten Werth = 4 
hat, und daher 2% — S=0 wird. Bei einem Systeme von 4 Puncten 
ın einer Ebene, von denen keine drei in einer Geraden liegen, werden 
daher alle durch fortgesetzte Verbindung dieser Puncte entstehenden D.- 
und Vielecks- Verhältnisse sich finden lassen, ohne dafs ein einziges von 
ihnen gegeben zu sein braucht. Dieses merkwürdige Resultat erhellet 
auch schon daraus, dafs bei der Construction eines entsprechenden Sy- 
stems die ersten vier, also gegenwärtig alle Puncte nach Willkühr ge- 
nommen werden können, und dafs dann alle durch geradlinige Verbin- 
dung der Puncte ın beiden Systemen auf gleiche Art sich bildenden 
Vielecksverhältnisse von gleicher Gröfse sınd; dafs also diese Verhält- 
nisse, oder vielmehr die Exponenten derselben, keinesweges von der ge- 
genseitigen Lage der anfänglichen 4 Puncte, sondern blofs von der Art 
und! Weise abhängen, wie die 4 Puncte nach und nach mit einander 
verbunden worden sind. 

Aber noch mehr: diese Exponenten müssen immer rational sein. 
Denn sind die vier Puncte gegeben und aufserdem noch die Art ihrer 
Verbindung durch gerade Linien, wodurch man zu den irgend ein Viel- 
ecksverhältnifs bildenden Puncten gelangt, so kann man damit die letz- 
tern Puncte immer ohne Zweideutigkeit finden. Der Exponent des Viel- 
ecksverhältnisses, der nach dem Vorigen nicht von der gegenseitigen 
J,age der erstern vier Puncte, sondern blofs von ihrer Verbindungsart 
durch gerade Linien abhängt, kann daher ebenfalls keine zwei- oder 
mehrdeutigen Ausdrücke, also keine Wurzelgröfsen enthalten, und noclı 
weniger irrationale Zahlen, die aus transcendenten Operationen entsprin- 
gen; er mufs folglich eine ganze Zahl oder ein rationaler Bruch sein. 

15) Die Figur, welche hervorgeht, wenn man vier Puncte einer 
Ebene, von denen keine drei in einer Geraden liegen, durch Gerade ver- 
bindet, die drei damit entstehenden Durchsch:itte abermals zu zweien 
durch Gerade zusammenzieht, und diese geradlinige Verbindung der ım- 
mer neu entstehenden Durchschniite unter sich und mit den schon vor- 
handenen, so weit als man will, fortsetzt, diese Figur habe ich ein Netz 
genannt ($. 200.), die Linien selbst und ihre gegenseitigen Durchschnitis- 
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puncte, die Linien und Puncte des Netzes, und die vier Puncte, 
von denen die Construction ausgeht, die Hauptpuncte des Netzes. 

Das ın dem Vorhergehenden erhaltene Resultat läfst sich hiermit 
einfach so ausdrücken: 

Jedes in dem Netze sich bildende Vielecksverhältnifs 
hat einen rationalen, blofs von der Constructionsart und 
nıcht zugleich von der gegenseitigen Lage der vier Haupt- 
puncte abhängigen Werth ($. 202. und 5. 215.). 

Sind daher 4, BD, C, D die vier Hauptpuncte, JP irgend ein Netz- 
punct, so sind auch die Durchschnitte von PD mit Zb und BC, welche 
M und N heifsen, Netzpuncte, und folglich das D. Verhältnifs: 

(PM: MD):(PN:ND), 
also auch das ihm gleiche Verhältnis zwischen Dreiecken: | 
(P#B:ABD): (PBC: BCD) 
rational, und dieses letztere, wie man auch die vier Hauptpuncte darin 
mit einander vertauschen mag. Die Rationalität dieses Verhältnisses 
kann als die characteristische Eigenschaft eines Netzpunctes P in Bezug 
auf die vier Hauptpuncte betrachtet werden, indem sich zeigen läfst 
(5. 203.), dafs umgekehrt jeder Punct der Ebene, für welchen jene Ver- 
hältnısse von Dreiecken zwischen ihm und den Hauptpuncten rational 
sind, ein Punct des Netzes ist, und mithin durch lortgesetzte Verbindung 

der KHauptpuncte gefunden werden kann. 

Hieraus läfst sich weiter die nicht weniger merkwürdige Eigen- 
schaft eines Netzes folgern ($. 205.), dafs, wenn nächst den vier Haupt- 
puncten noch irgend ein fünfter Punct der Ebene gegeben ıst, man durch 
iortgesetzte Verbindung der vier ersteren einen Punct finden kann, der mit 
lem fünften entweder zusammenfällt, oder von ihm um einen Abstand 
entfernt ist, der kleiner ist, als jeder gegebene; — dafs folglich, wenn dafs 
\Weben des Netzes ohne Aufhören fortgesetzt wird, die Ebene ın allen * 
ihren Theilen und nach allen Richtungen mit Puncten und Linien des g' 
Netzes angefüllt wird. 

19) Wir wollen jetzt die in Nr. 17. erwiesene Rationalität der 
Vielecksverhältnisse im Netze durch einige Beispiele erläutern. 

1. Man verbinde die vier Puncte A, B, €, D (Fıg. #4) zu zweien, 
durch gerade Linien, und nenne die Durchschnitte von 4D mit DC, von RD 


mit CA, von CD mit AB resp. F, G, H, so gehören diese Puncie dem 
16 * 


| 
ur 
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aus A, B, @, D entstehenden Netze an. Ohne daher noch den Exponen- 
ten des Dreieckschnitts- Verhältnisses 
(BF: FC)(CG:GA)(AH: HB) 

zu kennen, kann man doch schon im Voraus behaupten, dafs er eine 
rationale Zahl sein werde. Nun weils man aus den ersten Elementen, 
dafs, wenn ABC ein gleichseitiges Dreieck, und D der Mittelpunct des 
umschriebenen Kreises ist, F, G, H die Mittelpuncte der Seiten sind, 
und folglich der Exponent jenes Verhältnisses =1 ist. Mithin muls er 
auch für jede andere Lage der vier Puncte £... D, =1 sein. 

2. Ein anderes bei dieser Figur vorkommendes Dreiecksverhält- 
nı[s ıst 

(BC: CF)\(FD:DA)\ (AH: HB), 

nach welchem die Seiten BF, F4, AB des Dreiecks ABF in 0, D, H 
geschnitten werden. Auch dieses Verhältnifs mufs daher einen constan- 
ten, rationalen Werth haben. Es ist aber in dem vorhin zu Hülfe genom- 
menen speciellen Falle #D — DH, und wegen der Aehnlichkeit der 
Dreiecke AFB: DH:DA=BF:BA=1:2, also auch /D:DA=3}; 
ferner PÜ:CF=—2 und HB=1ı. Hierdurch wird der Werth je- 
nes Dreieckverhältnisses bei dieser und folglich auch bei jeder andern 
Lage von 4,...D, =3.—21=—1;d.h. 

Das Product aus den drei Verhältnissen, nach welchen die Seiten 
eines Dreiecks von einer Transversale geschnitten werden, ist immer der 
negatıven Einheit gleich. 

Anmerkung. Daraus, dafs dieses Product immer negativ sein 
soll, erkennt man, dafs von den drei Factoren desselben entweder einer 
oder alle drei negativ sein müssen; dafs folglich die Transversale ent- 
weder zwei Seiten selbst und die dritte in ihrer Verlängerung, oder alle 
drei Seiten in ihren Verlängerungen schneidet. Vergl. Nr. 5. — Eben 
so ist bei dem vorhergehenden Dreiecksverhältnisse 

(BF: FC)\(C0G:GA)(AH: HB), 
weil es der positiven Einheit gleich gefunden wurde, entweder jeder der 
drei Factoren, oder nur einer positiv, und daher sind entweder alle drei 
Puncte F, G, I in ihren resp. Seiten selbst, oder nur einer derselben 
in seiner Seite, die beiden andern in den Verlängerungen der ihrigen 
enthalten, und aufserdem kein dritter Fall möglich. — Wiewohl sich nun 
dieses auch aus höchst einfachen geometrischen Betracht ungen ergiebt, so 


| 
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ist doch eine solche, bis jetzt wohl noch nicht angestellte Vergleichun. 
der Formel mit der Figur schon an sich bemerkenswerth, und kann be: 
weniger einfachen Figuren selbst Nutzen bringen, indem man dadure!ı 
zu Resultaten über die gegenseitige Lage der Theile geführt wird, div 
man auf anderem Wege nicht eben so leicht erhalten haben würde. 

So findet sich z. B. (S. 199. c.), dafs jedes Vielecksverhältnifs, beı 
welchem die Schneidepuncte in einer Geraden liegen, der Einheit gleich 
ıst, und zwar der positiven oder negativen, nachdem die Seitenzahl des 
Vıielecks gerade oder ungerade ist. Hieraus folgt auf ähnliche Weise, 
dafs, wenn ein Vieleck, dieses in der allgemeinen Bedeutung wie Nr. 1. 
genommen, von einer Transversale geschnitten wird, die Anzahl der in 
ihren Verlängerungen geschnittenen Seiten beim WVieieck mit gerader 
Seitenzahl gerade, mit ungerader ungerade ist; dafs folglich, welches auclı 
die Seitenzahl sein mag, die Anzahl der innerhalb ihrer Endpuncte ge- 
schnittenen Seiten immer gerade ist. — Läfst man die Seiten des Viel- 
ecks unendlich klein werden, so entsteht eine in sich zurücklaufende 
Curve, die daher von einer Geraden immer in einer geraden Anzahl 
von Puncten geschnitten wird. Auch gilt dieses noch, wenn man statt 
der Geraden eine zweite Curve setzt, die sich entweder über alle Gren- 
zen ausdehnt, oder ebenfalls in sich zurückläuft. 

3. Man ziehe G//, welche BC ın Ä schneide. Um den Werth 
des damit entstehenden nothwendig rationalen D. Verhältnisses 

(BF: FC): (BK:KC) 
zu finden, so ist, unter der in 1. gemachten Annahme, BF:FÜ=ı, HG 
mit BC parallel, und daher BX der CÄ gleich zu achten, also BA: AC=—1, 
wodurch der Werth jenes D. Verhältnisses =—1 wird; d. h. #C wırd 
in F und ÄX harmonisch getheilt (Nr. 6.). 

4. Schneide GH die AD ın L. 

Man ziehe noch FG, welche AB, CD in M, !V treffe, und werde 
der Exponent des Viereckschnitts- Verhältnisses: 

(4M: MB)(BK: KC){CN: ND)(DL:LA) 
verlangt, nach welchem die Seiten des Vierecks in M, K, 
geschnitten werden. Am einfachsten gelangt man dazu, wenn man sıch 
A, B, €, D als die Spitzen eines Parallelogramms vorstellt. Denn als- 
dann werden, wie man bald aus (Fig. 5.) wahrnimmt, 37, X, .), Z die 
Mittelpuncte der Seiten desselben, und mithin der gesuchte Exponen! =1i. 


= 1 
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Dafs übrigens, und wie mit Hülfe dieser neuen Ansicht der Figur 
die Werthe der vorigen Doppel- und Dreiecksverhältnisse hätten gefun- 
den werden können, bedarf keiner Erörterung. 

5. Sei O der Durchschnitt von ZU mit BL, so findet sich das 
Vreiecksverhältnifßs: 

(BL:LO)(OC:CG)(GD:DB) = —2. 

Zwichnet man nemlich ABCD als Parallelogramm und nennt Z den 
Durchschnitt von BL mit GM, so verhält sich: 

L0O:0Z = 40:0G = L4:GZ = KÄB:GZ = LK:IG = 2:1. 
Da ferner LZZ=ZB, so st =20Z 
—=44G=4GC; 0OC=%GC; und endlich GD = woraus der an 
zegebene Werth des Dreiecksverhältnisses hervorgeht. 

6. Sei P der Durchschnitt von FA -mit BL, so hat man: 

(BL:LO)(OP:PB) = 3. 

Denn beim Paralleloegramm ist LB=3L0 und OP=BP, weil 
und Z, also auch unendlich entfernte Puncte sind. 

7. Dividirt man das Zweiecksverhältnifs 6. in das Dreiecksver- 
hältniis 5., so kommt das Dreiecksverhältnifs: 

= —3. 

20) Werden fünf willkührlich in einer Ebene genommene Puncte 
durch Gerade verbunden, oder was dasselbe ist: construirt man ein Netz, 
indem man von diesen 9 Puncten, als Hauptpuncten ausgeht, so sind nicht 
mehr alle damit sich bildenden Vielecksverhältnisse blofs von der Art 
der Verbindung abhängig; wohl aber wird jedes von ihnen sich bestim- 
men lassen, wenn man irgend 2.5—58==? von einander unabhängige 
derselben kennt (Nr. 16.). 

Beispiel. Seien £, B, C, D, E (Fig. 6) fünf beliebige Puncte 
in einer Ebene. Man ziehe die 5 Geraden Ab, BC, CD, DE, E4, welche 
sich in P\ G, H. I, K schneiden, wie die Figur zeigt. Zwischen den 
4 Puncten, in denen jede der 5 Geraden von den jedesmal 4 übrigen ge- 
schnitten wird, bilden sich mehrere D,Verhältnisse, die aber, in jeder 
Geraden für sich, von einander abhängig sind (Nr. 8.). Werde daher 
verlang!: aus einem der D.Verhältnisse in BC und aus einem in DE ein 
Verhältnifs in CD zu finden. 

\Veil die Seiten FC, CD, DF.des Dreiecks CDF von E4 ın 2,6, E 
und ven «Din B, Ä, H geschnitten werden, so hat man (Nr. 19. 2.): 


| 
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(FT: IC) (CG:GD)\(DE:EF) = —ı, 

(FB:BC)(CK:KD)\(DH:HF) = —ı, 
und wenn man die letztere Gleichung in die erstere dividirt: 

(2; 
IC BC ED GD 
Setzt man daher die D. Verhältnisse: 
(F,C,LB)=p, (F,D,H,E)=9, 
(6, D,K,G) = p9; 

und eben so mufs jedes andere D.- und Vielecksverhältnifs dieser Figur 
durch » und 9 ausgedrückt werden können. So finde ich mittelst baryc. 


Rechnung, dafs die beiden Fünfeckschnitt - Verhältnisse: 
AK BF CG DH EI, (EF DK CI BH 
KB'FC'GD’HE IA GE FD’KC'IB'HA 

eınander gleich sind, jedes von ihnen 


pg(p—1)(g—1) | 
21) Hat man ein System von 6, 7, 8, ... willkührlich in einer 


Ebene genommenen Puncten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, cın 
System von eben so vielen in der Ebene beliebig gezogenen Linien, so müs- 
sen 4, 6, 8, ... von einander unabhängige Vielecksverhältnisse gegeben 
sein, um die Werthe aller übrigen finden zu können. Indessen sind die 
hierher gehörigen Aufgaben zu complicirt, als dafs ein Beispiel an diesem 
Ort gegeben werden könnte Auch möchten die Hülfsmittel, welche 
man in der Geometrie gewöhnlich in Anwendung zu bringen pflegt, beı 
Aufgaben solcher Art nur mühsam zum Ziele führen. Die Vortheile, 
welche der barycentrische Calcul hierbei gewährt, der sich zu diesem 
Zweck noch besonders vereinfachen läfst, habe ich in dem Sten Capitel 
des 2ten Abschnitts auseinander gesetzt, worauf ich daher Diejenigen, 
welche sich mit diesem Gegenstande näher beschäftigen wollen, ver- 
weise. — Hat man es blofs mit einem Systeme beliebig gezogener Ge- 
raden zu thun, deren Durchschnittspuncte nicht wiederum durch Gerade 
verbunden werden, so reicht auch diejenige Methode aus, die im Sten 
Capitel desselben Abschnitts erklärt worden, und welche in einem be- 
sondern Algorithmus mit D. Verhältnissen besteht. 

22) Den Beschlufs dieses Aufsatzes mögen einige Sätze über die 
metrischen Relationen machen, welche in der Lineal-Geometrie bei 
Kegelschnitten vorkommen. 


N 
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Ist in der einen der beiden oft gedachten Ebenen eine Curve ver- 
zeichnet, und die Gleichung derselben zwischen den recht- oder schief- 
winkligen Coordinaten £ und u gegeben, so erhält man die Gleichung 
für die entsprechende Curve zwischen den Coordinaten x, y in der an- 
dern Ebene, wenn man in der Gleichung zwischen ? und z, 

zt-my+tn? 
setzt (Nr. 2.). Da die Nenner in diesen Ausdrücken für Z und z einan- 
der gleich sind, so ersieht man leicht, dafs die solchergestalt sich erge- 
bende Gleichung zwischen x und y mit der Gleichung zwischen 2 und 
u von demselben Grade ist, dafs also je zwei sich entsprechende Curven 
ımmer zu derselben Ordnung gehören. So wie daher einer Geraden im- 
mer eine Gerade entspricht, so entspricht auch jedem Kegelschnitte ein 
Kegelschnitt, u. 5. w. 

Sind ferner 4 und -f zwei, in sich entsprechenden Curven lıe- 
gende, sich entsprechende Puncte, so werden auch die in 4 und 4 au 
die Curven gezogenen Tangenten zwei sich entsprechende Geraden sein. 
Denn ist BP ein dem #4 unendlich nahe liegender Punct der einen Curve, 
so wird der ıhm entsprechende B’ in der andern Curve dem 4° unend- 
lich nahe sein, weıl unendlich kleine Aenderungen von 7 und z auch 
nur unendlich kleine Aenderungen von x und y, im Allgemeinen we- 
nıgstens, zur Folge haben. Die Geraden SB und 4’B‘, so weit man 
will, verlängert gedacht, d. ı. die an 4 und 4’ gezogenen Tangenten, 
werden sich daher gleichfalls entsprechen. 

Werde nur noch erinnert, dafs einer Asymptote der einen Curve 
ım Allgemeinen nicht auch eine Asymptote, sondern eine Tangente der 
andern entspricht, weil, wenn /, u unendlich grofs sind, deshalb nicht 
auch &, y unendlich sein müssen. 


253) Ist ın der einen Ebene ein Kegelschnitt gegeben, so kann man 
diesem, so lange noch keine andern Paare sich entsprechender Puncte 
bestimmt sind, nicht nur irgend einen beliebig in der andern Fibene ver- 
zeichneten Kegelschnitt entsprechend setzen, sondern noch irgend drei 
Puncten des einen Kegelschnitts drei willkührlich in dem andern genom- 
wnene Puncte sich entsprechen lassen. 

Seien. um dieses zu beweisen, # und A (Fig. 7.) zwei beliebige 
hegelschnitte, 4 in der einen, 4‘ ın der andern Ebene, 4, 5, € ırgend 


2 
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drei Puncte in 4; 4‘, B‘, C’ ın 4‘, die man den ersteren 4, D, C resp. 
enisprechend setze. Man ziehe noch an k in 4 und B zweı Tangenten, 
welche sich in D schneiden, und an 4 ın 4’ und B’ zwei Tangenten, 
welche sich in D’ schneider, und setze D und D’sich entsprechend, so hat 
man jetzt vier Paare sich entsprechender Puncte: Zund 4‘, ... Dund D', 
und es ist damit für jeden fünften Punct der einen Ebene der entsprechende 
in der andern bestimmt (Nr. 4.). Ich behaupte nun, dafs nach Voraussetzung 
dieser vier Paare sich entsprechender Puncte jedem Puncte in # ein Punct 
in # entsprechen wird, oder kürzer, dafs & und &° sich entsprechende Curven 
sein werden. Denn entspräche dem Kegelschnitte & nicht #‘, sondern die 
Curve /, so müfste diese erstlich nach Nr. 22. wieder ein Kegelschnitt sein. 

Da ferner # durch A, 5b, C geht und von AD und BD berührt 
wird, so müssen auch 4‘, 5’, C’ in / liegen und 4’D‘, B’D‘ Tangenten 
von 2 sein. Diese Eigenschaften von / kommen aber auch dem Kegel- 
schnitte zu. 

Da nun ein Kegelschnitt durch drei in ihm liegende Puncte und 
durch die an zwei derselben gezogene Tangenten immer und ohne Zwei- 
deutigkeit bestimmt ist, so kann / von 4° nicht verschieden sein. 

Hat man daher zwei Kegelschnitte # und 4°, und setzt drei Puncte 
A, b,C des ersten, dreien Puncten 4, b', C‘ des letztern entsprechend, 
so wird auch jedem andern Puncte in & ein Punct in X’ entsprechen, d.h. 
k und & werden sich entprechende Curven sein, wenn man noch als vier- 
tes Paar sich entsprechender Puncte die Durchschnitte D und D’ der in 
A, Bund 4, BD’ an k und 4‘ gezogenen Tangenten hinzufügt. Je zwei 
Kegelschnitte 4 und 4’ lassen sich daher immer als sich entsprechende 
Curven betrachten, und überdies noch irgend dreien Puncten ./, BD, Ü 
des einen beliebige drei Puncte 4‘, 5’, U‘ des andern entsprechend an- 
nehmen. 

24) Man ziehe noch an €, C’ Tangenten, welche AD, AB’ in E, E‘ 
schneiden, ziehe CD, C’D‘, welche 4B, AB’ in F, I treffen, so sind E, F‘ 
und /, F* zwei neue Paare sich entsprechender Puncte, und folglich die 
D.Verhältnisse (-f, D, E, F) und B‘, E’, einander gleich. Wie 
aber auch in einem Kegelschnitte die drei Puncte 4, 7, C genommen 
werden mögen, so muls immer, wenn Z und F' auf die besagte Weise 
daraus abgeleitet worden, der Exponent des D. Verhältnisses 

(AE:ED): (AF: FB) 
Crelles Jonrnal. IV. Bi. 2. If. 17 
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denselben Werth haben, also eine bestimmte und zwar rationale Zahl 


sein, weil E und ZF aus 4, B, C nur auf eine Weise gefunden werden 
können. Es ist aber, wenn man für den Kegelschnitt einen Kreis und 
C zum Mittelpuncte des Bogens B nimmt, Ein der Geraden #P unendlich 
entfernt, und 7 der Mittelpunct dieser Geraden; folglich 4JE:Eb = —ı, 
AF:FB=1ı, und daher der Exponent des D.Verhältnisses in diesem 


speciellen Falle, also auch in allen andern Fällen, =—1ı; d.h. AB wird 
in E und Z harmonisch getheilt. — 


Schneide ferner AU die BD inG, GF den Kegelschnitt in H, DH 
die AB in X, so mufs, nach derselben Art wie vorhin zu schliefsen, der 
Exponent des dadurch sich bildenden D.Verhältnisses (4, B, F, K) eine 
bestimmte Zahl sein, die aber nicht mehr rational ist, sondern eine 
(Juadratwurzel enthält, weil die Gerade FG den Kegelschnitt nothwen- 


dig zweimal trıfft, wodurch der Punct H, und somit auch der Punct Ä. 
zweideutig wird. In der That findet sıch | 


(A,B,F,K) = 3(ö+y 5) und folglich (4£,B, F,K,) = 
wenn dem Kegelschnitt zum zweiten Male in 7, begegnet, und DH, , 
die {DB ın Ä, schneidet. 


Um sich hiervon auf das Einfachste zu überzeugen, nehme man 
für den Kegelschnitt einen Kreis, #4, B als Endpuncte eines Durchmes- 
sers und C als Mittelpunct des Halbkreises ACB. Alsdann sind FC, KH, 
auf normal, ist der Mittelpunct des Kreises, und AF=FB=FC 
—//= dem Halbmesser, den man =1 setze. 

Hieraus folgt weiter BGE=2, FG=y5, und es verhält sich 

FB:FK = FG:FH = y)5:l, 
also 


AK:KB = 5 = 2:3— 

Da ferner FB=1:1, so hat man 

(AF:FB):(AK:KB) = 4(5—Yy5), 
wıe zu erweisen war. 

Auf eben die Art wird nun auch jedes andere durch ferneres Zue- 
lien gerader Linien in unserer Figur entstehende D.- oder Vieleckschnitts- 
Verhältnifs einen bestimmten Werth. haben, und wir erhalten somit fol- 
genden merkwürdigen Satz: 


| 
d. ı. 


/, Blöbius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie, 1%7 


„Verbindet man drei in einem Kegelschnitte hiegende Puncte durch 
gerade Linien, und zieht in denselben Puncten Tangenten an den Kegel- 
schnitt; erweitert man hierauf die Figur, indem man immer die schon 
vorhandenen Durchschnitte, welche die Geraden mit einander und mit 
dem Kegelschnitte machen, durch neue Geraden verbindet und von den 
auiserhalb des Kegelschnitts fallenden Durchschnitten Tangenten an den- 
selben zieht, deren Berührungspuncte man wiederum unter sich und mit 


‚enen Durchschnitten verbindet: so ist, wie weit man auch diese Construc- 
tion fortsetzen mag, der Werth jedes somit sich bildenden Vieleckschnitts- 


Verhältnisses weder von den Parametern des Kegelschnittes noch von der 
T:uge der anfänglichen drei Puncte in denselben, sondern blofs von der Art 
und ‘Weise abhängig, auf welche man, von jenen drei Puncten ausgehend, 
»ıı den Puncten des Vieleckschnitts-Verhältnisses gelangt ist. Der Werth 
sınes solchen ist daher immer eine bestimmte Zahl. Weil aber jede durch 
eınen Punct innerhalb des Kegelschnittes geführte Gerade denselben in 
zwei Puncten schneidet, und weil von jedem Puncte aufserhalb des Kegel- 
schnitts zwei Tangenten an ıhn gezogen werden können, so wird diese Zahl 
ım Allgemeinen nicht rational sein, sondern Quadratwurzeln enthalten.” 

25) Die so eben beschriebene Fıgur kann, analog dem Öbigen 
(Nr. 1N.), ein Netz heilsen, dessen Construction von einem Kegelschnitte und 
drei in demselben enthaltenen Puncten 4, BD, C ausgeht. Wir wollen jetzt 
‚ieser Construction noch einen vierten, willkührlich in dem Kegelschnitte 
anzunehmenden Punct M zum Grunde legen. Um den entsprechenden 
Punct M’ in der andern Ebene zu finden, ziehe man DM, welche 
4JB ın N schneide; bestimme hierauf in -/‘B’ den Punct IV’ so, dafs 
N), und ziehe D‘/V‘, welche den Kegelschnitt 
A’B'C' in zwei Puncten schneiden wird. Um zu entscheiden, welcher 
von ihnen der dem M entsprechende M‘ ist, denke man sich den Kegel- 
schnitt ABC von einem Puncte so durchlaufen, dafs dieser, von £ aus- 
sehend, nach B kommt, ohne dem Ü zu begegnen, wo er dann, nach 
derselben Richtung von 3 fortgehend, nach € kommen wird, ohne A zu 
treffen, und von CE nach 4 zurück, ohne B zu treflen ‘). 


*) Wie dieser Forderung bei der Ellipse immer Genüge gescheher kann, sieht man olıne 
Weiteres. — Eine Parabel hat man sich hierbei als eine sich in das Unendliche ersireckende 
Ellipse zu denken, so dafs der beschreibende Punct, nachdem er unendlich weit in dem einen 
Schenkel forigegangen ist, in den andern Schenkel aus dem Unendlichen zurückkehrt, — Bei einer 
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Man bezeichne die drei somit durchlaufenen Theile durch AB, 
BC, CA, so sind ihnen die auf gleiche Art in dem andern Kegelschnitte 
bestimmten und durch A4’B’, B'C/, U’4' zu | bezeichnenden Theile resp. 
entsprechend; und wenn daher M z.B. in BC liegt, wie dies in unserer 
Figur der Fall ist, so mufs auch M’ in B’C’ begriffen sein. 

Irgend zwei 7l.Verhältnisse, die in beiden Ebenen aus den Ke- 
gelschnitten und aus den in jedem derselben liegenden 4 Puncten durch 
Construction von Netzen 'auf gleiche Art sich bilden, werden nunmehr 
einander gleich sein, woraus wir zunächst schliefsen, dafs mit dem D.Ver- 
hältnisse (4, B,E, N) des einen Netzes auch alle übrigen in demselben 
vorkommenden D.- und 7. Verhältnisse gegeben sind; und überhaupt: 


Alle 7. Verhältnisse eines Netzes, das aus einem Kegelschnitte. 


und vier in ihm liegenden Puncten construirt ist, lassen sich finden, 
wenn irgend eines derselben, das von allen vier Puncten zugleich abhängt, 
gegeben ist. 

26) So wie der Punct M, so wird auch jeder andere willkührliche 
Punct des Kegelschnitts, in Bezug auf die drei ersten 4, B, C, durch ein 
D,Verhältnifs bestimmt. Für jeden neu hinzukommenden willkürlichen 
Punct des Kegelschnitts mufs daher 'ein D.- oder Y/,Verhältnifs mehr 
gegeben sein. Da nun bei vier Puncten' ein 7/7. Verhältnifs nötbig war, 
so ziehen wir die allgemeine Folgerung: 

Hat man einen Kegelschnitt und beliebige » in dem- 
selben liegende Puncte, so müssen in dem daraus construir- 
ten Netze irgend m —3 von einander unabhängige Ver- 
hältnisse gegeben sein, um alle übrigen finden zu können. 

Es'ist dieser Satz als Verallgemeinerung des Satzes in Nr. 9. zu be- 
trachten, wo bei einem Systeme von 7 Puncten in einer geraden Li- 
nie, ebenfalls a —3 Yl. Verhältnisse gegeben sein mufsten. — Man be- 
merke noch, dafs bei einem Kegelschnitte und 5 Puncten desselben 
Y1.Verhältnisse erfordert werden, eben so, als wenn man 
ein System von 5 Puncten in einer Ebene überhaupt hat (Nr.20.). Der 
Grund davon liegt in dem bekannten Satze, dafs durch 5 Puncte einer 
Ebene immer ein Kegelschnitt und nur einer beschrieben werden kann, 


Hyperbel mufs der Punct beide Male, wenn er sich unendlich weit nach der Richtung einer 
Asymptote entfernt hat, nach dem entgegengesetzten, unendlich entfernten Ende derselben Asymp- 
tote überspringen und in das Endliche zurükkehren. 


\ 
| 


7. Möbius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. 129 


dafs folglich mit irgend 5 Puncten der Ebene immer auch schon der 
Kegelschnitt, in welchem sie liegen, vollkommen bestimmt ist. Sechs 
Puncte einer Ebene liegen im Allgemeinen nicht in einem Kegelschnitte. 
Soll daher auch der sechste Punct in dem Kegelschnitte enthalten sein, 
welcher durch die 5 ersten geht, so ist eben damit eine Bedingung für 
die Lage des sechsten in der Ebene gegeben, und da zur vollkommenen 
Bestimmung eines Punctes in einer Ebene zwei Bedingungen erfordert wer- 
dlen, so bedarf es noch einer zweiten Bedingung für den sechsten, und so 
für jeden andern Punct des Kegelschnitts. Diese zweite Bedingung ıst aber 
das für jeden sechsten Punct hinzuzufügende 71. Verhältnifs. 

27) Man habe in einer Ebene einen Kegelschnitt und aufserhalb 
desselben 7: beliebig genommene Puncte, wo m>>1ı. Von jedem derselben 
zıehe man an den Kegelschnitt zwei Tangenten, so erhält man 27 Be- 
rührungspuncte, die ebenfalls von einander unabhängig sein werden, und 
aus denen man hinwiederum die ersten zz Puncte finden kann. Construirt 
man nun aus den letztern 272 Puncten in Verbindung mit dem Kegel- 
schnitte ein Netz, so sind nach dem Vorigen alle 7. Verhältnisse des- 
selben bekannt, wenn 22 —3 derselben gegeben sind. Dieselbe Anzahl 
von /l.Verhältnissen mufs daher auch gegeben sein, wenn man aus dem 
Kegelschnitte und den erstern > Puncten ein Netz construirt, in dem die- 
ses Netz mit dem vorigen aus 2m Puncten consitruirten identisch ist. 

Man denke sıch jetzt in der Ebene eines Kegelschnitts 2 beliebige 
Puncte innerhalb desselben, wo 2>>2. Man nehme diese Puncte in einer 
gewissen Ordnung und verbinde hiernach den ersten mit dem zweiten, den 
zweiten mit dem dritten u. s.w., den zten mit dem ersten durch gerade 
Linien, deren jede den Kegelschnitt in zwei Puncten schneiden wird. Dies 
giebt ein System von z von einander unabhängigen Geraden und von 2n 
sich gegenseitig nicht bestimmenden Puncten im Kegelschnitte, aus welchen 
letzteren man umgekehrt die 2 Geraden und aus diesen die 2 anfänglichen 
Puncte finden kann. Das aus dem Kegelschnitte und den 2 anfänglichen 
Puncten construirte Netz ist daher einerlei mit demjenigen, welchem 
der Kegelschnitt und die darin enthaltenen 27 Puncte zum Grunde lie- 
gen, und ist folglich seinen 77. Verhältnissen nach vollkommen bestimmt, 
wenn 22—3 derselben gegeben sind. 

Hat man also endlich in der Ebene eines Kegelschnitts mn 
Puncte, von denen n aufserhalb, z innerhalb der Curve liegen, so erhält 
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man auf die eben besagte Weise ein System von 2m +22 von einander 
unabhängigen Puncten im Kegelschnitte selbst, aus denen sich hinwiede- 
run? die anfänglichen 2 + r Puncte finden lassen; — und damit ein Sysien. 
von 2(m--n)— 3 von einander unabhängigen Y1.Verhältnissen. Da’: 
dieses gilt, auch wenn, gegen die vorhin gemachte Annahme, in m -.- 
entweder m =1 oder 2=1 oder 2 ist (nur muls mn--n>1 sein) da- 
von überzeugt man sich leicht selbst, und kann somit den Satz folgen 
dergestalt ganz allgemein ausdrücken: 

Wird aus einem Kegelschnitte und irgend m ın se:- 
ner Ebene, nicht in ıhm selbst, liegenden Puncten ein Netu 
construirt, so müssen 22 —3 von einander unabhängige 
Y1.Verhältnisse gegeben sein, um alle übrigen finden zu 
können, — also fünf /l.Verhältnisse mehr, als wenn Id:e 
mPuncte blofs unter sıch, nicht auch mit demKegelschnitte. 
ın Verbindung gesetzt werden. 

Beispiel. 4, B (Fig. 8.) sind zwei Puncte innerhalb eines Kegel- 
schniits; dieGerade-/Pschneide ihn inCundD. Man ziehe in diesen Puncte 
Tangenten, welche sich in& treffen; ziehe £4, ED, welche dem Kegelschniite 
ın F,G begegnen; ziehe endlich D/, CG, welche CE, DE ın H, I schneiden. 

Hier ist also die Zahl der anfänglichen Puncte, m =2. Damit wir 
am—s=1, und es braucht daher bei dieser Figur nur ein 77. Ver 
hältnils gegeben zu sein, um die Werthe aller übrigen zu kennen; d. | 
zwischen je zwei 7. Verhältnissen wird eine Gleichung obwalten. 

So ıst z. B. die zwischen den zweı Dreickschnitts- Verhältnissen 

(CA: AD)(DI: IJE)\(EH:HC) = 
(CB:BD)\(DI:IE\EH:HC) = 
stati iindende Gleichung: —=ıl, 
*ın Resultat, welches sıch auch durch die Proportion darstellen läfst: 
‚A DB 
Eben so mufs jedes andere /l.Verhältnifs durch » oder y aus- 
gedrückt werden können, wie das D. Verhältnis 
(CA: AD):(CB:BD) = = 
und das ıım gleiche /r. Verhältniß: 
(CE: EH) (HF: FD)\(DE:EI)(IG:GC) = 


iuckfehler. In dieser Abhandlung steht einigemahl „Dreieck - Verliältnifs, Vieleck - Verhälin:is erc. 
Min lese statt desscu „,Dreieckschnitts- Verhältnils, Vieleckschnitts - Verhältnifs erc." 
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8. 
Memsire sur une classe particuliere d’equations 
resolubles algebriquemenit, 
(Par Mr. N. H. Abel.) 


hı est vrai que les &quations algebriques ne sont pas resolubles genera- 
lement; mais il y en a une classe particuliere de tous les degr&s dont la 
rösolution alg&brique est possible. Telles sont p. ex. les &quations de la 
forme ı1=0. La resolution de ces &quations est fondde sur certaı- 
nes relations qui existent entre les racineg J’ai essay& Aa generaliser 
vette remarque en supposant que deux racines d’une &quation donnce 
soient tellement lices entre elles, quon puisse exprimer rationellement 
Tune par lautre, et trouve, qu’une telle equation peut toujours Ötre 
resolue a laide d’un certain nombre d’equations moins elevdes 
a des cas olı Ion peut resoudre algebrigquement l’&quation don- 
nce elle möme. Cela arrive p. ex. toutes les fois que, l’@quation donnde 
etant irreductible, son degre est un nombre premier. La m&me chose a 
lieu encore si toutes les racines d'une &equation peuvent Ötre evprimees par 
x, 0, 02... a 

#w &tant une fonction rationnelle de x, et O’x, Ö’x, „.. des fonctions de 
la m&me forme de dx, prise deux fois, trois fois, etc... . 


Liequation —— = 0, sin est un nombre premier, est dans ce 


cas; car en designant par ® une racine primitive pour le module 2, on 
peut, comme on sait, exprimer les n—1 racines par: 
cest-a-dire en faisant —=9x, par: 
La mc&£me propriet@ convient ä& une certaine classe d’equations 
juolfre la theorie des fonctions elliptiques. 
En general je suis parvenu a d@montrer le theoreme suivant: 
„Sı les racines d’une @qualion d’un degr& quelconque sont liees entre-elles 
le sorte, que toutes ces racines peuvent &tre exprimdes rationnellement 
au moyen de June d’elles, que nous designerons par x; sı de plus, en de- 


| 
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signant par dx, 9,x deux autres quelconques des racines en question, 
on a 


00,x = 0,0%: 
l’equation, dont il s’agit sera toujours r&soluble algebriquement. De m{me 
si lon suppose l’©quation irr&ductible et son degr& exprime& par 


OU sont des nombres premiers differens, on pourra ri- 
duire la resolution de cette &quation ä celle de v, &quations du degr& «., 
de v, equations du degre «,, de v, @quations du degre «a, etc.” 


Apres 'avoir presente generalement cette theorie, je l’appliquera: 
aux fonctions circulaires et elliptiques, 


1. 

Nous allons d’abord considerer le cas ou Ion suppose que deux rä- 
cınes d’une Equation irreductible *) soient tellement entre-elles, 
puisse ötre exprime rationnellement par l’autre. 

Soit 

O2 0 
une &quation du degre u, et x’ et x les deux racınes qui sont liees en- 
ire-elles par l’&quation 

2 
olı 9x designe une fonction rationnelle de x et de quanlites connues. 


la quantitd x’ Ctant une des racines de l’&quation, on aura P(x’)=v 
et en veriu de (?.) 


0, 
Je dis maintenant que cette @quation aura encore lieu, sı au lieu 


de x, on mei une autre racine quelconque de l’&quation proposce. Un 
aura eflectivement le thöor&me suivant **), 


*) Une equation gx==o, dont les coöfhiciens sont des fonctions rationnelles d’un certain nom- 
bre de quaniites connues a,b, c,.... s’appelle irr&ductible, lorsqu’il est impossible d’er- 


primer ses racines par une &quation moins elevee, dont les co@fliciens soient €galement des fonc- 
tions rationnelles de a,b, c,.. 


Ce thöoreme se deınontrera aisöment comme il suit: 


Quelle que soit la fonction rationnelle fx, on peut toujours faire fo = gr M MeaN 


sont des fonctions entieres de x, qui n’ont pas de facteur commun; mais une fonction de x peut 
joujours mise sous la forme P +- vu Pet Q sont des fonctions entieres, telles, que Ir 


+ 
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Theoreme I]. „Si une des racines d’une equation irreductible 
Ox=0 satisfait a une autre dquation fx =0, ou fx designe une fonc- 
tion rationnelle de x et des quantites connues qu’on suppose contenues 
dans ®x; cette derniere equation se trouvera encore satisfaıte en met- 
tant au lieu de une racine quelconque de lequation 9x =0; mais le 
premier membre de l’&quation (3.) est une fonction rationnelle de x, donc 
on aura 
4. =0, Pr 
c’est-ä-dire, si x est une racine de l’equation Px= 0, la quantite 0x le 
sera egalement. 
Maintenant, en vertu de ce qui precede, 0x, est une racine de 
lequation @x = 0, donc 00x, le sera aussi; egalement 000x,, etc. 
le seront encore en repetant l’operation designee par 0 un nombre quel- 
conque de fois. 
Soit pour abreger 
on aura la serie 
et toutes ces quantites seront des racines de l’equation Px=0. La s- 
rie (5.) aura une infinit€ de termes, mais l’equation 9x=0 n’ayant 
qu’un nombre fini de racines differentes, il faut que plusieurs quantites 
de la serie (5.) soient @gales entre-elles. 
Supposons donc p. ex. 
= 
ou bien 
6. = 0, 
en observant que = 0"0"x,. 
Le premier membre de l’equation (6.) est une fonction rationnelle 
de 0”x,; or cette quantite est une racine de l’equation Px== 0, donc en 
vertu du theoreme Enonce plus haut, on pourra mettre x, au lieu de 0” x,. 


degr€ de P soit moindre que celui de la fonction gx. Donc, en faisanıt M=P+0.gx, on aura 
P+ N .E% 


x, sera &galement une racine de l’equation P=o. Or si p n’est pas zero pour une valeur quel- 
conque de x, cette equation donnera x, comme racine d’une «quation d’un degre moindre que 


celui de 9x = 0; ce qui est contre l’hypothese; done P=o et par suite fx = p x d’ou Von 


‚ Celä pos&, soit x la racine de gx = 0, qui satisfait en m@me tems a fx=o; 


voit que fx sera Egal ä zero en meme tems que px q. e. d. 
Crelle's Journal. IV. Bd. 2. Hft. 15 
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Cela donne 
ou Pon peut supposer que n ait la plus petite valeur qui existe, en sorte 
que toutes les quantites | 
soient differentes entre-elles. 


L’equation (7.) donnera 


Cette formule fait voir qua partir du terme 6*”x,, les termes 
de la suite (S.) se reproduiront dans le m&me ordre. Les r quantites (8.) 
seront donc les seules de la serie (5.) differentes entre-elles. 


Celä pose, si »>n, soit x, une autre racine de l’equation propo- 
see, qui n’est pas contenue dans la suite ($.), il suit du theoreme I., 
que toutes les quantites 

seront egalement des racines de l’&quation proposee. Or je dis que cette 
suite ne contiendra que 2 quantites differentes entre-elles et des quanti- 
tes (8.). En effet, ayant 0"x,—x, = 0, on aura en vertu du theoremel.: 
0"x,=x, et par suite: 

Donc les seules quantites de la serie (9.) qui pourront £tre differentes 
entre-elles, seront les 2 premieres 

©, 

Or celles-ci seront necessairement differentes entre-elles et des quantı- 
tes (8.). En effet, sı lon avoit 

ou m et y sont moindre que n, il en resulteroit P"x,—=0x,, ce qui est 
impossible, car toutes les gantites (8.) sont differentes entre-elles. Sı au 
contraire on avoit: 
= 
ıl en resulteroit 

done 

= 
cest-A-dire la racine x, seroit contenue dans la serie (S.), ce qui est 
contre l’ypothese. 


— 
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Le nombre des racines contenues dans (8.) et (10.) est 2z, donc 
2 sera ou egal a 22, ou plus grand que ce nombre. 

Soit dans le dernier cas x, une racine differente des racines (8.) 
et (10.), on aura une nouvelle serie de racines 

et on demontrera precisement de la m&me maniere, que les 2 premieres 
de ces racines sont differentes entre-elles et des racines (8.) et (10.). 

En continuant le procede jusqu’a ce que toutes les racines de !’- 
quation x = 0 soient Epuisces, on verra que les x racines de cette 
equation seront divisces en plusieurs groupes, composes de z2 termes; 
donc u sera divisible par 2, et en nommant m le nombre des groupes, 


on aura: 
11. 


Les racines elles mömes seront: 
on aura 2=yu, et les racines de l’equation Ox=0 seront 


exprimees par 


Dans ce cas, comme on verra dans la suite, l’&quation Oxc=0 est r&- 
soluble algebriquement. Mais la m&me chose n’aura pas toujours lieu 
lorsque m est plus grand que lunite. On pourra seulement rdduire la 
resolution de lequation Px=0 celle d’une &quation du degre, 
dont les coeficiens dependent d’une equation du 72‘ degre; c’est ce que 
nous allons d&montrer dans le paragraphe suivant. 


Considerons un quelconque des groupes (12.), p. ex. le premier, 
et faısons | 

les racınes de cette equation seront 

et les co@fliciens AY, A” seront des fonctions rationnelles et 
15* 
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symetriques de ces quantits. Nous verrons qu’on peut faire dependre le 
developpement de ces coefficiens de la resolution d’une seule equation du 
degre m. 

Pour le montrer, considerons en general une fonction quelconque 
rationnelle et symetrique de 9%,, et soit 


cette fonction. 

En mettant au lieu de x, successivement 235 fonc- 
tion y, prendra differentes valeurs, que nous designerons par Yıy Ya» 
Cela pose, si l’on forme une dquation du degre m: 

dont les racines sont Y,, + Ym» je dis que les cocfficiens de 
cette @quation pourront exprimes rationnellement par les quantitds 
connues, qu’on suppose donndes par l’equation proposee. 

Les quantites Ox,, .... 0'”"x, &tant des fonctions ration- 
nelles de z,, la fonction y, le sera &egalement. Soit 

17. nous aurons aussi 

Mettant dans (15.) successivement Oz, 
au lieu de x,, et remarquant que —r,; etc. 
il est clair que la fonction y, ne changera pas de valeur; on aura donc 

et egalement 

= F(0x,) = F(0°x,) F(0"" z,), 

Fr= F(02,) um F (0"” 

Elevant chaque membre de ces &quations a la v'”* puissance, on 
en tire: 


En ajoutant ces dernieres dquations on aura la valeur de 
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exprimee en fonction rationnelle et symetrique de toutes les raci- 
nes de l’equation Px= 0, savoir: 

Le second membre de cette &quation peut Ötre exprim& rationnel- 
lement par les coefliciens de ®x et Or, c’est-a-dire par des quantites 
connues. Donc, en faisant 

on aura la valeur de r,, pour une valeur quelconque entiere de v. Or 
connoissant 7,, 7m, On en pourra tirer rationnellement la va- 
leur de toute fonction sym&trique des quantitds Yı, Yar On 
pourra donc trouver de cette manicre tous les coöficiens de l’@quation 
(16.) et par consequant determiner toute fonction rationnelle et symetri- 
que de 02, ....0""z, a laide d’une equation du degre. 
Donc on aura de cette maniere les co@fficiens de l’equation (14.), dont 
la resolution donnera ensuite la valeur de x, etc. 

On voit par la qu’on peut ramener la resolution de l’equation 
Pxz=0, qui est du degre »—=m.n, a celle d’un certain nombre d’equa- 
tions du degre nz et n. Il sufit m&me, comme nous allons voir, de re- 
soudre une seule @quation du degr& et zn equations du degre n. 

Soit un quelconque des co@fliciens A", .... et faisons 

21. 1, = Van. 
Puisque est une fonction sym&trique des quantites x,, 
donc: 


On trouvera de semblables expressions pour 
en mettant 2,, .. A la place de En substi- 
tuant ces valeurs, on voit que Z, deviendra une fonction rationnelle et 
symetrique de toutes les racines de l’«&quation P@x = 0. En eflet 
on aura 
22. m — per. 

Donc on peut exprimer ?, rationnellement par des quantitds connues. 

Cela pose, en faisant v= 0,1, 2, 3,.... m—.ı, la formule (21}.) 
donnera: 
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=1, 


Von 

On tirera aisement de ces €quations, lineaires par rapport a vx,, 
les valeurs de ces quantites en fonctions rationnelles 

En effet, en faisant 

23. Y—Ym) 
on aura 

Les quantites R,, » » sont des fonctions rationnelles 
de Yas + Ym,; mais on peut les exprimer par y, seul. En 
effet, en multipliant (23.) par Y—y,, on aura: 

= 
d’olı Yon tirera, en comparant les puissances &gales de y: 
Rn, = Yıt Pı> 
Pa = +pıYı + 


En substituant ces valeurs, lexpression de ‘x, deviendra une 


{onction rationnelle de y, et de quantites connues, et on voit qu'il est 
toujours possible de trouver ‘) x, de cette sorte, sous condition que le de- 


nomınateur 
ne soit pas zero. Or on peut donner ä la fonction y, une infinite de for- 
mes qui rendront impossible cette @quatior, p. ex. en faisant 
%. = —0"" 2), 
ou « est indetermine, le d@enominateur dont ıl s’agit ne peut pas s’eva- 
nouir. En eflet ce denominateur etant la m&me chose que 


(Yı—Yn) 


| — 
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on auroit 


Yyı = 
sıl etoit nul, c’est-ä-dire 


ce qui est impossible, ear toutes les racines x,, .... 
sont differentes de celles-ci: 


Les coöfhiciens 4, 4”, .... 4” peuvent donc sexprimer ration- 
nellement par une m&me fonction y,, dont lexpression depend d’une equa- 
tion du degre zz. 

Les racines de l’equation (14.) sont 
En remplagant dans les cocfliciens etc. y, par Yy 
0 Ym, on obtiendra 2 — 1 autres Equations, dont les racines seront re- 


spectivement: 


Theoreme Il. L’&quation proposee Pr=0 peut donc 
composte en un nombre de 772 d’equations du degr& donc les co@fhciens 
sont respectivement des fonctions rationnelles d’une m&me racine d’une 
seule @quation du degre m. 

Cette derniere &quation n’est pas gendralement resoluble algebrique- 
ment quand elle passe le quatricme degr&, mais l’&quation (14.) et les 
autres semblables le sont toujours en supposant connus les coefhiciens 
A\, A, etc.,'comme nous le verrons dans le paragraphe suivant. 


3. 

Dans le paragraphe precedent nous avons considere le cas ou m 
est plus grand que lunite. Maintenant nous allons nous occuper du cas 
ou m=]1. 

Dans ce cas on aura a=n, et les racines de l’&quation Px = 0 


seront 


or je dis que toute equation dont les racines peuveut ätre exprimees de 
cette sorte est resoluble algebriquement. 


1 
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Soit une racıne quelconque de l’equation et faisons 
2338. ye= (etc 
x sera une fonction rationnelle de x. Or cette fonction peut s’expri- 
mer ratıonnellement par les coefhciens de et dx. 


En mettant 0”x au lieu de x, on aura 
maiıntenant on a 
donc: 
Or donc: 


donc, 
etant =1, 


En faisant m = 1,2,3,....%—1, et ajoutant ensuite, on trouvera: 


9. 


x sera donc une fonction rationnelle et symetrique de toutes les ra- 
cines de l’&quation Pr = 0, et par consequent on pourra l’exprimer ra- 
tionnellement en quantites connues. 


on voit que 


Soit Y/r=v, on tire de l’equation (28.): 


Celia pose, designons les racines de l’Equation 


par 


et les valeurs correspondantes de v par 
l'equation (30.) donnera, en mettant a la place de « successivement 1, 


& 
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u 
st + +....+0r, 

u 


2 
3. vv st + 


A 
En ajoutant ces @quations on aura: 


Yan 


ou exprime la quantit& rationnelle Yv,. 
On connoit par la la racine x. Ge@neralement on trouve la racıne 
‘x en multipliant la premiere des @quations (33.) par 1, la seconde par 


».”, la troisieme par @,” etc., et ajoutant; il viendra alors: 


En donnant ä m les valeurs 0, 1, 2,.... %#—1, on aura la valeur de 


toutes les racines de lcquation. 
L’expression precedente des racines contient generalement un nom- 


bre #—1ı de radicaux differens, de la forme Yv. Elle aura donc un 
nombre w“"* de valeurs, tandıs que l’equation Px=0 n’en a queyw. Mais 
on peut donner ä l’expression des racines une autre forme, qui n’est pas 


exposce a cette difficulte. En effet, lorsque la valeur de vv est fixde, 
celle des autres radıcaux le sera egalement, comme nous allons le voır. 

Quel que soit le nombre x, premier ou non, on peut toujours trou- 
ver une racine « de l’equation «“—1=0, telle que les racines 

puissent representdes par 

Cela pose en aura 


A 
37 x + uf. 0x 0x 4 
dou loon tire: 


Grelle's Joarnal. IV. 2. 19 
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I,e second membre de cette &quation est une fonction rationnelle de x, 
qui ne changera pas de valeur en mettant au lieu de x une autre ra- 
cine quelconque 0”x, comme on le verra ais&ment, en faisant cette sub- 
stitution et ayant egard lequation En designant donc 
la fonction dont-il sagit par Yx, on aura: 


et de la: 


1 
Le second membre de cette @quation est une fonction rationnelle et sy- 
metrique des racines, donc on peut lexprimer en quantites connues. En 
la designant par a;, on aura: 


u [7 
40. =a; 
et de la: 


a 
4. 


A Yaide de cette formule l’expression de la racine & deviendra: 


X 
Cette expression de x n’a que x valeurs diffcrentes, qu’on obtiendra en 


mettant au lieu de Yv, les x valeurs: 


u 

Ta methode que nous avons suivie pröccdemment pour la resolution 
de l’öquation O®x —=0 s’accorde au fond avec celle dont Mr. Gaufs a fait 
usage dans ses „Disyuisitiones erithmeticae pag. 645. et seg.” pour re- 
soudre une certaine classe d’@quations, auxquelles il etoit parvenu dans 
ses recherches sur l’&quation @’—1= 0. dquations ont la m&me 
propriete que notre @equation Pr = 0; savoir que toutes ses racines peu- 
vent ötre reprösentces sous la forme: 


etant une fonction rationnelle. 
En vertu de ce qui pr&c&de nous pourrons Enoncer le theoreme suivant: 


Theor&me Ill. Si les racines d’une &quation algebrique peu- 
vent representdes par: 


.... 
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ou et designe une fonction rationnelle de x et de quantitds 
connues, cette &quation sera toujours r&soluble alg@briquement. 


On en tıre le suivant, comme corollaire: 


Theoreme IV. Si deux racines d’une Equation irr&eductible, 
dont le degr& est un nombre premier, sont dans un tel rapport, qu'on 
puisse exprimer l’une rationnellement par lautre, cette equation sera 
vcsoluble algebriquement. 


En effet cela suit immediatement de l’&quation (11.) 
ou Ion doit avoir m =1, sı x est un nombre premier, et par consdquent 
les racines siexpriment par dx, .... 0“"'x. 
Dans le cas, oü toutes les quantites connues de ®x et 9x sont 
r&elles, les racines de l’equation ®x jouiront d’une propridt@ remar- 
‚uable, que nous allons demontrer. 


Par ce qui pr&ecede on voit que &,_, peut @ire exprimde rationnel- 
lement par les coöfiiciens de @x et 6x, et par « Si donc ces co@fl 
ciens sont reels, @,_, doit avoır la forme 

ou y—ı nentre quü cause de la quantite «, qui en general est imagı- 
naire, et qui generalement peut avoir la valeur 


En changeant donc dans & le signe de Y—1ı et designant par 
la valeur correspondente de @, ,, on anra 
Or suivant (40.) il est Evident, que a, ,=a«,_,, donc4b=0 et 
43. a 


Donc @,., a toujours une valeur reelle. On d&montrera de la möme 
manıere que 


ou c et d sont reels. 
Donc: 
= 26, 
= af. 


De lä on tıre 
44. 


et 
19* 


x 
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et par suite Y{a*—e)=d; d’ou Ion voit que Y(a"—c?) a toujours 
une valeur reelle. 
Cela pose, on peut faire 
c= (veo)" co80, Vla—c) = (ve)* sind, 
ou £ est une quantite positive. 
On en tire 


46. at = 


par consequent sera egal la valeur numerique de a. Dailleurs on 
voit que @ est toujours positif, si « est un nombre impair. 
Connoissant eg et d, on aura 


v, = (cos o+y—1.sinl) 


c’est-&- dire 


et par suite 
Yo, = ve. + y—1l.sin 


En substituant cette valeur de y’v, dans lexpression de x (42.), 


elle prendra la forme: 


1 


+ 
+(F+GyY-—ı) ve. (sr teen) 


+ etc. 


ou 2, A, f, F, G etc., sont des fonctions rationnelles de cos 


et des coöfliciens de @x et 0x. On trouvera toutes les racines, en don- 
nant a les valeurs 0, 1, 2, 3, 2.2... 
J,’expression pr&cedente de x fait voir: 
Theoreme V. que pour resoudre l’equation Ox=0, il sufft: 
1) de diviser Ja circonference entiere du cercle en parties &gales, 
2) de diviser un angle Öd, qu’on peut construire ensuite, en @ parties 
egales, 
3) d’extraire la racine carrde d’une geule quantite 
Ce thcor@me n’est que l’extension d’un theoreme semblable, que Mr. 
G aufs donne sans d&monstration dans louvrage plus haut, pag. 651. 
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Il y a encore ä remarquer que les racines de l’equation Px = U 
sont ou toutes reelles ou toutes imaginaires. En eflet si une racine & esi 
reelle, les autres le sont &galement, comme les expressions 

0x, 
qui ne contiennent que des quantites reelles, le font voir. Si au contraire 
x est imaginaire, les autres racines le sont aussi, car si parex. 0" ctoit 
reelle, 0°” (0"x)=06"c—=x, le seroit &galement, contre l’hypothese. 
Dans le premier cas @ sera positif et dans le second negatif. 

Sı z est un nombre impair, toutes les racines seront reelles. 

La methode que nous avons donn€ dans ce paragraphe, pour re- 
soudre l’equation Px = 0, est appliquable dans tous les cas, le nombre u 
etant premier ou non; mais si # est un nombre compos&, il existe en- 
core une autre methode qui offre quelques simplifications et que nous 
allons exposer en peu de mots. 

Soit m.n, les racines 

pourront &tre de la maniere suivante: 


En faisant pour abreger: 
on peut Ecrire les racines comme il suit: 


Done en vertu de ce qu’on a vu dans le '.. on peut decompo- 
ser l’equation Px=0, qui est du degr& zm.rz, en 2 &quations du degre 
n, dont les cotlliciens d@pendront d’une &quation du degr& m. Les racı- 
nes de ces 77 &quations seront respectivement les racines 1, .... m’. 
Sı n est un'autre nombre compose zm,.r,, on peut decomposer 


de la m&me manicre chacune des equations du degre en m, &quations 


x 
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du degr“ dont les co@fliciens dependront d’une &equation du degr« 
Sı n, est encore un nombre compose, on peut continuer la d@composi- 
tion de la m&me maniere. 

Theoreme VI. En general, sı l’on suppose 

a resolution de l’equation proposee Px—=0 sera ramence a celle de 
des degres: 

li sufit möme de connoitre une seule racine de ces equatıons, car 
sı on connoit une racine de l’equation proposee, on aura toutes les autres 
racines, exprimees en fonctions rationnelles de celle-cı. 

Isa mäthode precedente est au fond la m&me que celle, que Mr. 
donne pour la reduction de lü@quation deux termes — 1 

Pour faire voir plus clairement la d«ecomposition prec&dente de 
Icsualion Ox=0 en d’autres de degres moins supposons par ex. 
W==9).3.2. 

Dans ce cas les racines seront: 

nous formerons une &quation du degre, dont les racı- 

nes seront 

cette @quation, on peut determiner ses cocfhciens, ratıonnel- 
lemeni, par une müöme quantite Y, qui sera la racine d’une &@quation du 
einouicme degre: P=0. 

lie degre de l’equation etant un nombre com 
posc, nous formerons une &quation du 3°" degre: R,= 0, dont les raci- 


nes seront: 


e' dont les co@fliciens sont des fonctions rationnelles de y, et dune m@me 
quantitd z, qui est racine d’une Equation du second degr€ P,=0, dans 
laruelle les coöfliciens sont exprimes rationnellement par 

Voici le tableau des operations: 

On peut aussi commencer par une &quation du ?"” degre en x, 

ou bien par une &quation du degre. 


- 
ä 
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Reprenons l’Equation generale —= 0. 
En supposons = m,n, on peut faire 
ou y est determine par une &quation du degre: 


93. 0, 
dont tous les coöfhiciens sont exprim&s rationnellement en quantitds connues. 


Celä pos&, soient: 

= et u = 

plusieurs manieres de d&composer le nombre x en deux facteurs, on poura 
d@composer l’equation proposee Px=0 en deux autres des  manıcres 


54. 


suivantes: 
F,(&,,y)=0, dont les racines seront x, 
(1.) \et les coöfficıens des fonctions rationnelles d’une quantite y,, racıne 
d’une &quation f,(y,)= 0, du degre 


F,(&,, = 0, dont les racines seront x, .... 
(2.) \et les coefliciens: des fonctions rationnelles d’une m&me quantite 
racine d’une &quation = 0, du degre 


—-ı)m 


F,(&,y,)=0, dont les racines seront x, 0"ox, Tax, 
(w) \et les co@fliciens des fonctions rationnelles d’une quantitc 


racine d’une Equation /,y,„—=0, du degrc 


Supposons maintenant que 77,, .... pris deux u deux, 
soient premiers entre eux, je dis qu’on pourra exprimer la valeur de = 
rationnellement par les quantites y,, Ya, En eflet, sı 
M;y . sont premiers entre eux, ıl est claır qwil ny a quune 
seule racine, qui satisfera a la fois A toutes les Cquations 

savoir Ja racine x. Donc, suivant un th&eor&me connu, on peut exprimer 
x rationnellement par les coöfliciens de ces Öquations el 
par les quantites y,, Yo- 

Voila done ramenke la r&solution de lÜquation proposce celle de 
w equations: Y=0; 0, qui sont respectivement 
des degres: 772,, %2,,,. et dont les coöfliciens sont des fonctions 
ratıonnelles des coöfhiciens de ®r et Pr. 
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Sı Ion veut que les equations 
soient les moins @levees possibles, il faut choisir m,,.... m, tels, 
jue ces nombres soieat des puissances de nombres premiers. P. ex. si 
lcquation proposee Pr = 0 est du degre: 


MET. 


} 


OU . &, Sont des nombres premiers differens, on aura 
l,equation proposee Ctant resoluble algebrigquement, les &quations 
(56.) le seront aussi; car les racınes de ces &quations sont des fonctions 
rationnelles de x. On peut aisement les r&soudre de la maniere suivante: 
La quantıt© Yy est une fonction rationnelle et symetrique des ra- 
cines de l’cquation (53.), c’est-a-dire de: 


Sort 


je: racınes de l’Equation seront 

or je dıs que lon peut exprimer ces racınes de la manietre suivante: 

ou Ay est une fonction rationnelle de y et de quantites connues. 
On aura 
63. F(02) = 0(0" 2), 
done sera. autant que une fonction ratıonnelle et symetrique 
des racines z, 0”2,.... donc on peut, par le procede, trouve 
(24,), exprimer (Ar) rationnellement par Soit done 
=AY, 

en aura, en remplacant (en vertu du 1. tncoreme) x par #z, 6°7,.... 0” "r. 


= 
c. q. 
Maintenant les racines de l’equation (53.) pouvant &tre represen- 
tces par: 


. r . A 
on peut rcsoudre algebriguement cette equation de la meme manıere que 
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lequation 9x =0. (Voyez le theorcme 

Sı zn est une puissance d’un nombre premier =e”, on peut encore 
determiner y a l’aide de y equations du degre e. (Voyez le theoreme VI.) 

Sı dans le theoreme IlII., Yon suppose, que x soit une puissance de 2, 

on aura, comme corollaire, le theoreme suivant. 

Theoreme Sı les racines d’une @quation du degre& 2” peu- 
vent &tre representees par 

cette &quation pourra &tre r&esolue a l’aide de leextraction de » racines 
quarrees. 


Ce theoreme, applique a l’&quation 


ou 1+2” est un 
nombre premier, donne le theoreme de Mr. Gaufs pour le cercle. 

Des equations dont toutes les racines peuvent Ätre 
exprimees rationnellement par l’une d’entre elles. 

Nous avons vu precedemment (theoreme Ill.) qu’une &quation de 
degre quelconque, dont les racines peuvent ötre exprimees par 

est toujours resoluble algebriquement. 

Dans ce cas toutes les racines sont exprim&es rationnellement par 
lune d’entre elles; mais une &@quation, dont les racines ont cette propriöte, 
n’est pas toujours rcsoluble algebriquement; neanmoins, hors le cas con- 
sider& prec&edemment, il y a encore un autre, dans lequel cela a lieu. 
On aura le theoreme suivant: 

Theoreme Vill. Soit xx = 0 une &quation algebrique quel- 
conque, dont toutes les racines peuvent exprimees rationnellement 
par lune d’entre elles, que nous designerons par x. Soient 9x et 0,x 
deux autres racines quelconques, l’equation proposee sera resoluble alge- 
briquement, sı lon a 00,x = 

La demonstration de ce theor&me peut &tre reduite sur le ohamp 
a la theorie exposee $.2., comme nous allons le voir. 

Sı Ion connoit la racine x, on en aura en m&me tems toutes les 
autres; ıl suflit danc de chercher la valeur de x. 

Sı l’equation 


n’esi pas irreductible, soit 
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l’equation la moins Elevee, & laquelle puisse satisfaiıre la racine x, les 
coefhiciens de cette &quation ne contenant que des quantites connues. 
Dans ce cas les racines de l’equation Px = 0 se trouveront parmi celles 
de l’equation xx = 0 (voyez le premier theoreme), et par consequent elles 
pourront s’exprimer rationnellement par l’une d’entre elles. 
Celä pose soit 0x une racine differente de x, en vertu de ce qu’on 
a vu dans le premier paragraphe, les racines de l’equation x =0 pour- 
ront etre exprimees comme il suit: 
et en formant l’equation 


dont les racines sont x, 0x, ®x,.... 0""x, les coefficiens A”, ... 


. A”) pourront exprimeds rationnellement par une m&me quan- 
tite Y, qui sera racine d’une e&quation irreductible *): 

dont les co@fliciens sont des quantites connues (voyez |. ?.). 

Ja determination de x peut s’effectuer A l’aide des deux Equations 
(66.) et (67.). La premiere de ces &quations est resoluble algebriquement, 
en supposant les co@fliciens connus, c’est-ä-dire la quantit@ y (voyez le 
theoreme I1.). Quant a l’equation en y, nous allons demontrer que ses 
racines ont la m&me propriete que celles de l’equation proposee Pr= 0, 
savoır d’ötre exprimables rationnellement par l’une d’entre elles. 

La quantit& y est (voy. 15.) une certaine fonction rationnelle et 
symetrique des racines x, 0x, ®x,....60"x. En faisant: 

les autres racines de l’equation (67.) seront: 


*) On demontrera aisement, que cette equation ne pourra @tre reductible. Soit A=o !e- 


quation irreductible en y, et » son degre, En «liminant y, on aura une &quation en x du degre 


an»; donen» Zu. Mais ona 
n.m, 


donc 


v m, 


ce qui est impossible, car » est moindre que m. Donc etc. 


ä 
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Maintenant, dans le cas en question %,, »... &„_, seront des fonctions 
rationnelles de la racine x. Faisons en consdquence 
les racines de l’&quation (67.) auront la forme: 
y, = S(0,2, 00,2, 0,2). 
Suivant I’hypothese les fonctions 0 et 0, ont la propriete que: 
== 0,0, 
equation qui, en vertu du thcoremel., aura lieu en substituant ä la place 
de x une autre racine quelconque de le&quation Px=0. On en tire 


successivement 
00,x 


00,02 m 
—= 


6,0" x. 
L’expression de Y, deviendra par la: 
et on voit que Y,, comme y, est une fonclion rationnelle et syme- 


trique des racines 
X, 02, 0x, . 


Donc en vertu du theoreme II. on peut exprimer Y, rationnellement par 
y et des quantites connues. Jse raisonnement s’appliquera ä toute 
autre racine de l’equation (67.). Soient maintenant Ay, A,y deux raci- 
nes quelconques, je dıs qu’on aura 
En effet ayant p. ex. 
Ay == (0,8, 06,% +... 00%), 
y = Ja, 
on aura, en mettant 9,x au lieu de «: 


sı 


ou 
y = (0,2, 
donc 
= f(0,0,2, 06,0,2,...- 70,0%) 
= f(0,0,%, 00.0,% 0" 0,0%), 
donc, puisque 0,0,%= 0,0,%, 
Les racines de l’equation (67.) auront donc precisement la m&me 
propriete que celles de Tequation Px= 0. 


et egalement 


20* 
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Cela pose, on peut appliquer & l’equation (67.) le m&me procede, 
lequation P@x=0; c’est-a-dire, la determination de y peut s’effec- 
tuer l’aıde de deux &quations, dont lune sera resoluble algebriquement 
et lautre aura la propriete de l’equation Px = 0. 

Donc le m&me proc&de peut encore &tre appliqu& cette derniere 
equation. En continuant, il est clair que la determination de x pourra 
sieffectuer l’aide d’un certain nombre d’&quations, qui seront toutes 
solubles algebriquement. Donc enfin = 0 sera resoluble A 
Vaide d’operations algebriques, en supposant connues les quantites qui 
avec x composent les fonctions: 

Il est clair que le degr& de chacune des &quations auxquelles se 
reduit la determination de x, sera un facteur de x qui marque le degre 
de l’equation et: 

Theoreme IX. Sı lon designe les degres de ces equations re- 


spectivement par 
on aura: 


En rapprochant ce qui precede ä ce qui a ete expose dans le |. 3., 
on aura le theoreme suivant: 


Theoreme X. Supposant le degre x de l’equation Px=0 de- 

compose comme il suit: 

& Sont des nombres premiers, la determination de 
x pourra s’effectuer a laide de la resolution de v, Equations du degre s,, 
de v, &quations du degre etc., et toutes ces Equations seront r&solu- 
bles algebriquement. 

Dans le cas oü x =2”, on peut trouver la valeur de x a l’aide de 


Vextraction de racines carrees. 


Application aux fonctions circulaires. 
. 2; 
En designant par & la quantıte z on sait qu’on peut trouver 


une &quation algebrique du degr& x, dont les racines seront les » quantites: 


ä 
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et dont les co@fhiciens seront des nombres rationnels. Cette equation sera 


Nous allons voir que cette @equation a la m&me forme que l’equation 
=0, consideree dans le paragraphe precedent. 
Soit cose=r, on aura d’apres une formule connue, quel que 


soit 
71. cosma 


ou # designe une fonction entiere. Donc cosm«, qui exprime une ra- 
cine quelconque de l’equation (70.), sera une fonction rationnelle de la 
racine x. Soit 0,x une autre racine, je dis qu’on aura 

00,2 = 0,0x. 
En effet, soit 9,2 =cosm’a, la formule (71.) donnera, en mettant m’a 
au lıeu de e: 


cos(mm’a) —= 0(cosm’a) = 00,x. 
De la m&me maniere on aura 
cos(m’ma) = 0,(cosma) 0,0x, 
donc: | 
00,2 == 0,02. 


Donc suivant ce qu’on a vu dans le paragraphe precedent, 
sT 
z ou cosa= 005, 


pourra determine algebriquement. Celäa est connu. 
Supposons maintenant que « soit un nombre premier =2r-1, 
les racınes de l’Equation (70.) seront: 


cos 


La derniere racine cos2” est &gale Tunite, donc l’equation (70.) est dı- 


visible par £—1ı. Les autres racines seront toujours egales entre-elles 


2m 2 
par couples, car on a done on peut trou- 
ver une &quation dont racines seront: 
72 Inn , 


C0S Int1’ 53 +1 

Cette equation sera: 
Ta x" + — 


Cela pose, soit 
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st 
C0S = 
Int1 


on aura d’apres ce qui precede: 
cosma. 
2n+1 
1’equation (73.) sera donc satisfaite par les racines 
On a, quelle que soit la valeur de e: 
O(cosa) = cosma. 

De la on tıre successivement: 

0°(cosa) = H(cosma) cosm?a, 

6’(cosa) = O(cosm’a) = cosm?a, 


co 


0" (cosa) = (cosm“"a)= cosm# a. 
Jwes racınes (74.) deviendront donc 
75. cosa, cosma, cosm’a, COSM’a, 
Celäa pose, si m est une racine primitive pour le module 22-+ ı 
(voyez Gaufs Disquis. arithm. pag.53.), je dis que toutes les racines 
76. cosa, cosma, cosm?’a, cosm"a 
seront differentes entre elle. En eflet sı l’on avoit 
cosm"a = cosm’a, 
ol x et v sont moindres que 2, on en tireroit: 
olı # est entier. Celä donne en remettant pour @ sa valeur 2 
m! = tm’+k(2n+1), 


done 
m" + m’ m’(m"” +1), 


et par consequent 
mu) 


seroit divisible par 22 +1, ce qui est impossible, car 2(x—v) est moin- 
dre que 27, et nous avons suppose que 7» est une racine primitive. 
On aura encore: 
cosm"a = Cosa, 
car m” —ı = (m"—1ı)(m"+1) est divisible par 2241; donc: 
m" —= 


et par suite: 
cosm"a = cos(—a+%k.27) = cose. 


. 
x 
4 
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De la on voit que les nracines de l’@quation (73.) pourront s’ex- 
primer par (76.); c’est-&-dire par: 
Donc, en vertu du theoreme (III), cette equation sera resoluble algebrı- 


quement. 
En faisant n=m,.m,....m,, on peut diviser la circonference 


entiere du cercle en 22-1 parties egales, A laide de » &quations des 
degres m,, M;y M;, »...7M,. Si les nombres m,, . . m, sont 
premiers entre eux, les coöfficiens de ces &quations seront des nombres 


ratıionnels. 
En supposant #=2", on aura le theoreme connu sur les polygo- 


nes reguliers, qui peuvent &tre construits geometriquement. 

En vertu du theoreme V. on voit que pour diviser la circonfc- 

rence entiere du cercle en 22-+-1 parties egales, ıl sufhit 
1) de diviser la circonference entiere du cercle en 2 parties egales, 
2) de diviser un arc, qu’on peut construire ensuite, en 2 parties &gales, 
3) et d’extraire la racine carree d’une seule quantite 2. 

M.Gaufs a enonce ce thöoreme dans ses Disguis., et ıl ajoute que 
la quantite dont il faut extraire la racine, sera egale & 2r+1. C'est ce 
qu’on peut demontrer aisöement comme il suit. 

On a vu (40.38. 46.) que 2 est la valeur numerique de la quantite 
ou En substituant pour x, 0x, . . . leurs 


valeurs cos#, cosma, cosm’a,.... on aura: 
te = +acosma + + 
x jcosa + @"cosma+t + 
En developpant et mettant +2 sous la forme 
+... 
on trouvera facilement: 
£, = 005Q.cosm“ a+ cosma.cosm"t"a+.... + cos m’"""a.cosm” "a 
+ cosm”"#a@.cosa + cos + cosm""a.cosm“” a. 
Maintenant on a 
+ Lcos(m"t"a— m’ a), 
donc: 


+ 
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Si Ton fait (m"—ı)a=a”, on aura: 
= + H(cosa‘) + 6*°(cosa‘) + .... + (cosa‘)) 
3 +0 .... +69" (cosa”)}. 
Celä pose, il y a deux cas, savoir: x est different de zero ou non. 
Dans le premier cas il est clair que cos«a’ et cosa’ sont des ra- 
cınes de l’equation (73.), done cose’ —=#’x, cose”’ —=6°x. En substituant, 
ıl viendra, en remarquant que "x=x: 


=xc+0x 
c’est-ä-dire est egal la somme des racines; par suite en vertu de 
lequation (73.): 


donc 


u 
Dans le cas ou x= 0, la valeur de /, deviendra: 
= +cos2ma-....+ cos2m""a} +4%.n; 
or C0520 est une racine de l’equation (73.), donc en faisant 


cos2a 
on aura: 


cos2@« + cos2 .... + c0os2m""«a 
par consequent: 
En vertu de ces valeurs de /, et Z,, la valeur de +. deviendra: 
tat... tan, 
et tet... —ı, 


=;n+3 
et puisque 2 est essentiellement positif, 
done la racine carree quil y a ä& extraire est celle du nombre 27-1, 
comme le dit M. Gaufs*). 
Christiania, 29. Mars 1828. 


maıs 


donc: 


Cette valeur de e donne 


*) L’auteur de ce m#moire donnera dans une autre occasion des applications aux fonctions 
elliptiques. (Note du red.) 


— 
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9. 
Sur la convergence des series trigonometriques qui 
servent representer une fonction arbiıtraire 


entre des limites donnces. 
(Par Mr. Lejeune- Dirichlet, prof. de mathe. ) 


Les series de sinus et de cosinus, au moyen desquelles on peut repre- 
senter une fonction arbitraire dans un intervalle donn&, jouissent entre 
autres proprietes remarquables aussi de celle d’tre convergentes. Cette 
propriete n’avait pas &chappee au geometre illustre qui a ouvert une 
nouvelle carriere aux applications de lanalyse, en y introduisant la ma- 
niere d’exprimer les fonctions arbitraires dont ıl est question; elle se 
trouve @enoncde dans le M&moire qui contient ses premieres recherches 
sur la chaleur. Mais personne, que je sache, n’en a donne jusqu’ä pre- 
sent une d&monstration generale. Je ne connais sur cet objet qu’un tra- 
vail dü a M. Cauchy et qui fait partie des M&moires de l’Academie 
des sciences de Paris pour lannde 1823. NL’auteur de ce travail avone 
lui möme que sa demonstration se trouve en defaut pour certaines fonc- 
tions pour lesquelles la convergence est pourtant incontestable. Un exa- 
men attentif du Memoire cit€ m’a port ä croire que la demonstration 
qui y est exposde n’est pas m&me suffisante pour les cas auxquels l’au- 
teur la croit applicable. Je vaıs, avant d’entrer en matıere, Enoncer en 
peu de mots les objections auxquelles la demonstration deM. Cauchy me 
parait sujette. La marche que ce g&omötre c&!ebre suit dans cette recherche 
exige que l’on considere les valeurs que la fonction P(x) quil s’agıt de de- 
velopper, obtient, lorsqu’on y remplace la variable x par une quantitc de 
la forme La consideration de ces valeurs semble &trangere 
ä Ja question et on ne voit d’ailleurs pas bien ce que l’on doit entendre 
par le resultat d’une pareille substitution lorsque la fonction dans laquelle 
elle a lieu, ne peut pas €tre exprimde par une formule analytique. Je 
presente cette objection avec d’autant plus de confiance, que l’auteur me 
semble partager mon opinion sur ce point. Il insiste en effet dans plu- 
sieurs de ces onvrages sur la ndcessit@ de definir d’une maniere precise 
Crelle's Journal. 1V. Bd. 2. Hft. 21 


4 


158 9. Dirichlet, convergence des series trigonom£triques . 


le sens que Ton attache a une pareille substitution m&me lorsqu’elle est 
faite dans une fonction d’une loı analytique reguliere; on trouve surtout 
dans le M&moire qu'il a insere dans le 19'"* cahier du journal polytech- 
nıque pag. 567 et suiv. des remargues sur les difhicultes que font naitre 
les quantites imaginaires plac&es sans des signes de fonctions arbitraires. 
(Juoi qu'il en soit de cette premiere observation la demonstration de 
M. Cauchy donne encore lieu ä une autre objection qui parait ne lais- 
ser aucun doute sur son insufisance. La consideration des quantites 
ımaginaires conduit l’auteur A un resultat sur le decroissement des ter- 
mes de la serie, qui est loin de prouver que ces termes forment une 
suite convergente. Lie r&sultat dont il s’agit peut @tre Enonc& comme il 
suit, en supposant que lintervalle que Yon considere, s’etende depuis zero 
jusqu’a 2. 


„lie rapport du terme dont le rang est 2, a la quantite 4 B 


(A designant une constante determinde dependante des valeurs exträmes 
de la fonction) differe de lunite prise positivement d’une quantite qui di- 


minue indefiniment, & mesure que 2 devient plus grand.” 
sin 


De ce resultat et de ce que la serie, quia 4 pour terme 


general, est convergente, lauteur conclut que la serie trigonometrique 
generale l’est egalement. Mais cette conclusion n’est pas permise, car il 
est facıle de s’assurer que deux series (du moins lorsque, comme ıl ar- 
rive ıci, les termes n’ont pas tous le m&me siıgne) peuvent l’une 
convergente, lautre divergente, quoique le rapport de deux termes de 
meme rang differe aussi peu que l’on veut de l’unit€e prise positivement 
lorsque les termes sont d’un rang tres avance. 


On en voit un exemple tres simple dans les deux series, ayant 


— 4 n | n 
lune pour terme general ‚ et lıautre La pre- 


miere de ces series est convergente, la seconde au contraire est diver- 
gente, car en la soustraiant de la premiere on obtient la serie divergente: 
— etc. 

+ 1 
et cependant le rapport de deux termes correspondans, qui est IT, 
converge vers lunite a mesure que 2 eroit. 

Je vais maintenant entrer en matiere, en commengant par l’exa- 
men des cas les plus simples, auxquels tous les autres peuvent Ötre ra- 


| 
> 
| 
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menes. Designons par A un nombre positif inferieur ou tout au plus egal 


a > et par f(ß) une fonction de ß qui reste continue entre les limites O et 


h; jentends par la une fonction qui a une valeur finie et determinde pour 
toute valeur de ß comprise entre O et A, et en outre telle que la diffe- 
rence f(ß-+e)— f(ß) diminue sans limite lorsque e devient de plus en 
plus petit. Supposons encore que la fonction reste toujours positive entre 
les limites et et quelle decroisse constamment depuis O jusqu’a 4, 
en sorte que sı 2 et 9 designent deux nombres compris entre O et 7, 
— ait toujours un signe oppose A celui de p—g. Celä pose 
considerons Yintegrale 


hsiniß 
N) 
a) 
dans laquelle 2 est une quantite positive, et voyons ce que cette integrale 
deviendra a mesure que 2 eroit. Pour cela partageons la en plusieurs 


autres prises la premiere depuis P=0 jusqua P= Z, la seconde de- 
pus B= jusqu’ä et ainsi de suite, lavant-derniere ayant 
pour limites et —, et la derniere == et 7, designant, le 
plus grand multiple de — qui soit contenu dans A. Jl est facıle de voir 


que ces integrales nouvelles, dont le nombre est r+1, sont alternative- 
ment positives et negatives, la fonction plac&e sous le signe somme £tant 
evidemment toujours positive entre les limites de la premiere, negative 
entre les limites de la seconde et aınsi de suite. Il n’est pas moıins fa- 
cile de se convaincre que chacune deelles est plus petite que la prece- 
dente, abstraetion faite du signe. En effet v designant un entier <r, 
les expressions 


— 


et JS: nf fe) op 


37T i 


representent deux integrales consecutives. Remplacons dans la seconde 


ß par + ß; elle se changera ainsi en celle-cı: 


vTe 


ou ce qui revient au meme: 
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sin i ( =) 
sin 


Les deux integrales qu'il s’agit de comparer ayant ainsi les m&mes limi- 
tes, on voit sans peine que la seconde a une valeur numerique infe- 
rieure ä celle de la premiere. Il sufit pour cela de remarguer qu'il 


suit de la supposition que nous avons faite sur la fonction f(ß), que 
st 


(2 + <f(ß) et que d’un autre cöte sin > sınß, les arcsß 


et etant l’un et l’autre moindres que car ıl en resulte 


gt 
eralıte FB) (+7) ul ayant lieu pour toutes les valeurs de ß 


sin 


interme&diaires entre les limites —1)— et —, fait voir que, comme nous 


lavons dit, chaque integrale est plus grande que celle qui la suit, abstrac- 
tion faite du signe. Cette circonstance a lieu a fortiori, l’orsqu’on com- 
pare l’avant-derniere ä la derniere, attendu que la difference des limites 


— et h de la derniere est inferieure A rn difference commune des limi- 


tes de toutes les autres. 
Examinons actuellement un peu plus en detail l’integrale du rang 
v, qui est 


Comme la fonction de ß qui se trouve sous le signe integral est 


siniß 


le produit des facteurs et /(®), qui sont et l’autre des fonc- 


tions continues de ß entre les limites de Tintegration et comme d’un 
autre cöte le premier de ces facteurs conserve toujours le m&me signe 
entre ces m&mes limites, on conclura en vertu d’un theor&me connu, que 
lintegrale que nous considerons est &gale ä Yintegrale du premier fac- 
teur multiplice par une quantit@ comprise entre la valeur la plus grande 
et la valeur la plus petite de l’autre facteur. Le second facteur decrois- 
sant depuis la premiere lımite jusqu’a la seconde, la quantite dont ıl s’a- 


git est comprise entre f Fein et f >) En la designant par o,, no- 


’ 
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a 
sin 
P. 


L’integrale que renfermee encore cette expression, depend ä la fois de 
vetde.z. Elle est positive ou negative selon que v—1 est pair ou impair; 
nous la designerons desormais par Ä,, abstraction faite du signe. Nous au- 
rons bientöt besoin de connaitre la limite vers laquelle elle converge, lors 
que, v restant invariable, z devient de plus en plus grand. Pour decouvrir 


tre ıintegrale sera equivalente 


cette limite, remplagons ß par —, y etant une nouvelle variable. Nous 


siny 
S isin 


aurons ainsı 


Sous cette forme, ıl est evident qu’elle converge vers la limite 


siny 
Y Y 


que pour abreger nous designerons par k,, abstraction faite du signe. 


On sait que lintegrale a une valeur finie et egalea —- 


Cette integrale peut &tre partagee en une infinite d’autres, prises la pre- 
miere depuis 0 jusqua la seconde depuis y= jusquä 
y=27, et ainsı de suite. Ces nouvelles integrales sont alternativement 
positives et negatives, chacune d’elles a une valeur numcrique inferieure 
a celle de la precedente, et celle du rang v est &,, abstraction faite du 
signe. la proposition qu’on vient de citer, revient donc ä& dire que la 
suite infinie 
2) + etc. 


est convergente et a une somme egale a 


st 

Les termes de cette suite allant toujours en decroissant, il suit 
d’une proposition connue que la somme de z premiers termes est supe- 


. st . . . 
rieure ou inferieure ä 7 selon que z2 est impair ou pair et que cette 


somme qu'on peut designer par S,, differe de d’une quantii& moin- 


2 
dre que le terme suivant Ä,,.. 


Reprenons actuellement Tintegrale (1.) et cherchons a determiner 
la limite vers laquelle elle converge lorsque Z croit indefiniment. En 
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faisant ainsi croitre le nombre z, les integrales dans lesquelles nous avons 
decompose Yintegrale (1.), changeront sans cesse de valeur en mä&me 
temps que leur nombre augmentera; il sagit de connaitre le resultat de 
ce double changement lorsqu’il continue indefiniment. Pour cela, prer 
nons un nombre entier m (qu'il soit suppose pair pour plus de simpli- 
cite) et supposons que le nombre 7» reste invarıable pendant que 2 croit. 
Lie nombre r, qui croit sans cesse avec 2, finira bientöt par surpasser le 
nombre ınvarıable 7, quelque grand qu’on Yait choisi. 

Cela pose, partageons en deux groupes les intögrales dont la somme 
est equivalente a lintegrale (1.). Le premier groupe comprendra les 
premieres de ces ıntegrales, et le second sera compose de toutes les sui- 
vantes. On aura pour la somme du premier groupe: 

3) 
et le second, dont le nombre des termes croit sans cesse avec Zi, a pour 
premiıers termes: 

Considerons separement ces deux groupes. Lie nombre z croissant 
ındefinıment la somme (3.) convergera vers une limite qu’il est facile de 
determiner. En effet, les quantites - qui sont comprises la 


premiere entre f(0) et f (2), la seconde entre f{#) et f er, et la der- 


—1)5 
niere entre f | et f convergent chacune vers la limite f(0), 


lorsque, 7» restant invariable, z croit sans cesse. ]D’un autre cöte nous 
avons vu que les quantites X,, X,,.... convergent dans les m£- 
mes circonstances respectivement vers les limites Ä,, - kn. Donc 
la somme (3.) converge vers la limite f(0) (k,—A, + k,— etc.....— 
— 5,f(0), ce qui veut dire que la difference entre la somme (3.) et 
$,„f(0) finıra toujours, abstraction faite du signe, par &tre constamment 
inferieure 4 w, ® designant une quantite positive aussi petite que l’on veut. 

Considerons pareillement la somme (4), dont le nombre des ter- 
mes augmente sans cesse. Ses termes etant alternativement positifs et 
negatifs, et chacun d’eux ayant’une valeur numerique inferieure & celle 
du terme precedent, comme nous l’avons vu plus haut, en considcrant 
les integrales que ces termes representent, il suit d’un principe connu *), 


*) Le prineipe sur lequel nous nous appuyons peut etre Enonce de cette maniere. Les let- ° 
tres A, A, designant des quantites pusitives en numbre quelconque et telles que 
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que ceite somme, quelque soit le nombre de ses termes, est positive comme 
son premier terme Ä„+,0m4, et a une valeur inferieure a celle de c« 
terme. Or, ce premier terme convergeant vers la limite 4,„4,/(0), il 
S’ensuit que la somme (4.) finira toujours par £tre inferieure ä #„4,f(0) 
augmente d’une quantite positive » aussi petite que l’on veut. En com- 
binant ce resultat avec celui que nous avons obtenu sur la somme (3.), 
il n’y a qu’un instant, on verra que lintegrale (1.) qui est la somme des 
expressions (3.) et (4) finira toujours par differer de /(0) S,„ d’une quan- 
tite moindre, abstraction faite du signe, + f(O)k.n, et 


etant deux nombres d’une petitesse arbitraire. D’un autre cöte S, dif- 

zT 

2 
. [4 st . 

grale finira toujours par differer de „-/(0) d'une quantitt moindre que 


fere de — d’une quantit@ numeriquement inferieure done Vinte- 


abstraction faite du signe. 
Comme peut choisi tellement grand que sait moin- 
dre que toute grandeur donnee, il s’ensuit que lintegrale (1.) finira tou- 


jours, lorsque Z croit sans limite, par differer constamment de 


d’une quantite moindre, abstraction faite du signe, qu’un nombre aussi 


petit que l’on veut. Il est aınsı prouve, que l’integrale (1.) converge vers 


la limite — f(0) pour des valeurs croissantes de z. 


Supposons maintenant que la fonction f(ß), au lieu d’etre toujours 
decroissante depuis O jusqu’a A, soit constante et egale a l’unıte. On pourra 
dans ce cas determiner la limite vers laquelle converge lıntegrale (1.) 
par les m&mes considerations que nous venons d’employer; c’est ce qu’on 
voıt tout de suite, en se rappellant que la demonstration precedente est 
fondce sur ce que les integrales dans lesquelles nous avons decompose 
Vintegrale (1.), forment une suite decroissante. Or, ce decroissement tıent 
a deux choses, au decroissement du facteur f(ß) et ä laccroissement du 
diviseur sinß. Si f(ß) devient un nombre constant, laccroissement de 
sin? sufhira toujours pour rendre chaque integrale de la serie plus petite 


A>A>4"> etc, la quantite 4''+ etc. 
est positive et inferieure & A. Celä resulte immediatement de que la quantite precedente peut £tre 
mise sous l’une et l’autre de ces deux formes: 
4) + (A"—4')+ etc, 
A— (4-4) — (A A) — etc. 
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que la pr&cddente. On trouvera ainsi, en supposant toujours A positive 


sinzf 


sin 


et tout au plus &gale que l'integrale converge vers la 


lımite 


h ı 
Il suit de la que lintegrale oß, dans laquelle c est 


une constante positive ou negatıve, converge vers la lımite c—. 


Nous avons suppose que la fonction f(ß) etait decroissante et po- 

sitive entre les limites et premiere circonstance ayant toujours 
hıeu, c’est-a-dire la fonction &tant telle que f(p)— f(g) ait un signe con- 

traire a celui de p—g pour des valeurs p et 9 comprises entre O et A, 
supposons que f(ß) ne soit pas toujours positive. On prendra, alors une con- 
stante positive € assez grande pour que ce + f(ß) conserve toujours un signe 


egale a la difference de celles-ci fi Ic+f(ß)] oß 


sin 


sa limite sera la dıfförence des limites vers lesquelles convergent ces der- 
nieres. Or ces dernieres rentrent dans les cas prec@ddemment examinds 
(e-+f(£) etant une fonction decroissante et positive) et convergent vers 


les limites [e-+/(o)] + et c d’ou ıl suit que la premiere converge vers 
la limite 


Considerons actuellement une fonction f(ß) croissante depuis O 
jusqu’a Dans ce cas —f(ß) sera une fonction decroissante. L’integrale 


h sini ß 
convergera donc vers la limite — — et par- 


sın , 


consequent cß vers la limite — 


En reunissant ces on aura cet enonce: 


„Quelle que soit la fonction f(ß), pourvu qu’elle reste continue 
entre les limites O et A (7 etant positive et tout au plus egale A =), 


et quelle croisse ou qu’elle decroisse depuis la premiere de ces limı- 


h . . 
tes jusqwä la seconde, Lintegrale J. finira par diffe- 


rer constamment de — 5 (0) d’une quantit& moindre que tout nombre 


assignable, lorsqu’on y Bit croitre 2 au delä de toute lıimite positive.” 


4 
| 
- 
f | 
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Designons par £ un nombre positif diffErent de zero et inferieur 
a h, et supposons que la fonction reste continue et croisse ou decroisse 


depuis jusqu’a Ah. Lintegrale Oß convergera alors vers 


une limite qu’il est facile de decourvrir. On ER y parvenir par des 
considerations analogues & celles que nous avons applıqudes ä Tintegrale 
(1.); maıs il est plus simple de ramener ce nouveau cas ä ceux que nous 
avons consideres dans ce qui precede. La fonction n’etant donnee que 
depuis £ jusqu’a A reste entierement arbitraire pour les valeurs de ß 
comprises entre O et g. Supposons que l’on entende par f(ß), pour les 
valeurs de ß comprises entre O et 5 une fonction continue et croissante 
ou decroissante depuis O jusqu’a g, selon que f(ß) croit ou deeroit depuis 
g jusqu’a A; supposons encore que f(g— e) differe infiniment peu de 
f(g+e), si decroit sans limite; ayant satısfait d’une maniere quelcon- 
que ä ces conditions, ce qu'on peut toujours faire d’une infinite de ma- 
nieres, la fonction f(ß) remplira depuis O jusqu’a A les conditions ex- 
primees dans l’enonce (5.). Les integrales 


convergeront donc l’une et lautre vers la limite f(). D’ou con- 


in 
clut que Yintegrale S® — oß qui est la difference des precedentes, 


a zero pour limite. 
Ce nouveau re&sultat peut &tre reuni en un seul Enonce avec celui 
que nous avons obtenu plus haut. On aura ainsi: 


„La lettre % designant une quantite positive tout au plus &gale a 


> et £ une quantite egalement positive et en outre infcrieure ä 4, 


(6.) {dans laquelle la fonction F(£) est continue entre les limites de lin- 
tegration et a une marche toujours croissante ou toujours decrois- 
sante depuis jusqu’a ß convergera vers une certaine 
limite, lorsque le nombre z devient de plus en plus grand. Cette 
limite est egale a zero, le seul cas excepte ou g a une valeur nulle, 


Vintegrale 


dans ce cas elle a la valeur 0)” 
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II est evident que ce r&sultat ne serait que l&Egerement modifig, si la 
fonction f(£) presentait une solution de continuite pour B=g, et B=h, 
c’est-ä-dire si f(g) etait different de f(g+e) et f(h) de fh—e), de- 
sıgnant une quantit& infiniment petite et positive, pourvu qualors les va- 
jeurs f(g) et f(h) ne füssent pas infinies. Il faudrait seulement dans ce 
cas remplacer f(0) par f(e) dans l’enonc& precedent, ce qu'on peut faire 
encore möme quand il n’y pas de solution de continuite, attendu qu’alors 
"f(e) est egale a f(0). 

Nous sommes maintenant en &tat de prouver la convergence des 
series periodiques qui expriment des fonctions arbitraires entre des limi- 
tes donnees. La marche que nous allons suivre nous conduira A &tablir 
la convergence de ces series et A determiner en m&me temps leurs va- 
leurs. Soit P(x) une fonction de x, ayant une valeur finie et determinde 
pour chaque valeur de x comprise entre —r et z, et supposons qu'il 
s’agısse de developper cette fonction dans une serie de sinus et de cosi- 


nus d’arcs multiples de x. La serie qui resout cette question, est, comme 
lon saıt: 


(e)sin«d& + sin2x/Q® (a) sin2ad«.... 


Les integrales qui döterminent les coefficiens constans, etant prises de- 
pus = —r jusqua et x designant une quantite quelconque 
comprise entre —r et = (Theorie de la Chaleur, No. 232. et suiv.). 
Considerons les 22-+1 premiers termes de cette serie (2 etant un 
nombre entier) et voyons vers quelle limite converge la somme de ces 
termes, lorsque z devient de plus en plus grand. Cette somme peut £tre 


mise sous la forme suivante: 


— TU 


ou en sommant la suite de cosinus, 


1 sin x 


2sinz (@— x) 

Tout se reduit maintenant ä determiner la limite dont cette ınte- 
grale approche sans cesse, lorsque 2 croit indefiniment. Pour cela nous 
la partagerons en deux autres prises l’une depuis — jJusqu’a X, l’autre 
depuis jusquä w. Si l’on remplace dans la premiere « par 
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et dans la seconde par x-+-2, ß etant une nouvelle variable, ces deux 


integrales se changeront en celles-cı, abstraction faite du facteur —: 


T—X) 

Considerons la seconde de ces deux integrales. La quantite x 
etant inferieure ou tout au plus,dgale a =, abstraction faite du signe, 
3(#—x) ne pourra tomber hors des limites 0 et m. Siz3(#—x)=0, 
ce qui a lieu lorsgue x —=#, lintegrale est nulle quelque que soit 7; 
dans tous les autres cas elle convergera pour des valeurs croissantes de x 
vers une limite que nous allons determiner. Supposons d’abord 3 (7T— x) 


. st 
inferieure ou tout au plus egale ä „-, et remarquons que la fonction 


peut presenter plusieurs solutions de continuite depuis P=0 
jusqua B=3(#—x), et quelle peut aussi avoır plusieurs maxıma et 
minima dans ce m&me intervalle. Designons par /, //, 1, ran- 
gees selon l’ordre de leur grandeur, les differentes valeurs de ß, qui pre- 
sentent ou l’autre de ces circonstances, et d@composons notre inte- 
grale en plusieurs autres prises respectivement entre les limites O et /, 
Yet !’,....29 et 3(#— x). Toutes ces integrales se trouveront dans 
le cas de l’enonce (6.). Elles convergeront donc toutes vers la limite zero 


a mesure que 2 croit, a l’exception de la premiere qui converge vers la 


lımite =OlcH+), e @tant un nombre infiniment petit et positif. Si 


3(#— x) etait superieure A 5, Ce qui arrivera lorsgue x a une valeur 


negative, on partagerait lintegrale en deux autres, l’une prise depuis 
ß=0 jusqu’a lautre depuis jusqua La pre- 
mıere de ces nouvelles integrales se trouvera dans le möme cas que celle 
que nous venons de considerer, elle convergera donc vers la limite 


ZPc+e). Quant & la seconde, on peut la changer en celle-ci, en y 


remplagant ß par #—Yy, yY etant une nouvelle variable: 
sin(2n+1)(2—y) 
+27 —2 
ou ce qui revient au m&me, z &tant un entier: 


in(2n +1 


sin 
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Elle a ainsi une forme analogue ä celle de la precedente,; en la de- 
composant comme elle en plusieurs autres, ‘on verra quelle converge 
vers la limite zero, le seul cas excepte, ou 5(=-+x) a une valeur nulle, 
c’est-a-dıre lorsque —7z; dans ce cas elle approche continuellement 
de la limite e), e ayant toujours la m&me signification. En re- 
sumant tout ce qui pr&cede, on trouvera que la seconde des integra- 
les (10.) est nulle lorsgue =, quelle converge vers la limite 


>19 —:)+P(— lorsque <= — 7, et que dans tous les autres 
cas elle approche continuellement de la limite FPEc+e. La premiere 


des integrales (9.) est entierement analogue a la seconde; en y appliquant 
des considerations semblables, on trouvera qu’elle est nulle lorsgque 


qu’elle converge vers la lımite lorsque et 


que'dans tous les autres cas elle a pour limite 5P@ — 2). Connoissant ainsi 


les limites de chacune des integrales (9.), il est facıle de trouver la limite 
dont lintegrale (S.) approche sans cesse, lorsque 2 devient de plus en plus 
grand; ıl suflit pour cela de se rappeler que cetie integrale est &gale a 
la somme des integrales (9.) divisce par =. Or, lintegrale (8.) dtant 
equivalente a la somme des 22--1 premiers termes de la serie (7.), il 
est prouve que cette serie est convergente et l’on trouve au moyen des 
resultats precedens quelle est egale a z[P(x +2) +P(x—e)] pour toute 
valeur de x comprise entre —7 et w, et que pour chacune des valeurs 
extröemes r et —r, elle est egale a 3 9) +0 (— r+3)]. 

L’expose precedent embrasse tous les cas; il se simplifie lorsque 
la valeur de x qu’on considere n’est pas une de celles qui presentent 
une solution de continuite. En eflet les quantites P(x+:) et P(x—e) 
etant alors lune et l’autre @quivalentes a P(x), on voit que la serie a 
pour valeur 

Lies considerations pr&cedentes prouvent d’une maniere rigoureuse 
que, sı la fonction ®(x), dont toutes les valeurs sont supposees finies et 
determindes, ne presente qu’un nombre fini de solutions de continuite en- 
ire les limites —r et =, et si en outre elle n’a qu’un nombre deter- 
mind de maxima et de minima entre ces m&mes limites, la serie (7.), 
dont les coöfficiens sont des intögrales definies dependantes de la fonc- 
tion P(x) est convergente et a une valeur generalement exprimee par 
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e)], ou e designe un nombre infiniment petit. Il nous 
resterait ä considerer les cas oü les suppositions que nous avons faites 
sur le nombre des solutions de continuite et sur celui des valeurs maxıma 
et minıma cessent d’avoir lieu. Ces cas singuliers peuvent ätre ramen&s 
a ceux que nous venons de considerer. 11 faut seulement pour que la 
serie (8.) presente un sens lorsque les solutions de continuite sont en 
nombre infini, que la fonction P(x) remplisse la condition suivante. 

Il est necessaire qu’alors la fonction ®(x) soit telle que, si l’on de- 
sıgne par @ et 5 deux quantites quelconques comprises entre —” et 7, 
on puisse toujours placer entre @ et 5 d’autres quantitds r et s assez rap- 
prochces pour que la fonction reste continue dans lintervalle de ra 5. 
On sentira facilement la necessite de cette restriction en considerant que 
les differens termes de la serie sont des integrales definies et en remon- 
tant a la notion fondamentale des integrales. On verra alors que Vinte- 
grale d’une fonction ne signifie quelque chose qu’autant que la fonction 
satısfaıt a la condition precedemment eEnoncee. On aurait un exemple 
d’une fonction qui ne remplit pas cette condition, sı l’on supposait ®(x) 
egale a une constante determinde ce lorsque la variable x obtient une va- 
leur ratıonnelle, et Egale a une autre constante d, lorsque cette varıable 
est ırratıonnelle. La fonction ainsı definie a des valeurs finies et deter- 
minees pour loute valeur de x, et cependant on ne saurait la substituer 
dans la scrie, attendu que les differentes integrales qui entrent dans cette 
serie, perdroient toute signification dans ce cas. La restriction que je 
viens de preciser, et celle de ne pas devenir infinie, sont les seules aux- 
quelle la foncetion P(x) soit sujette et tous les cas qu’elles n’excluent pas 
peuvent ©tre ramenes A ceux que nous avons consideres dans ce qui 
precede. Mais la chose, pour ätre faite avec toute la clart& qu'on peut 
desirer exige quelques details lies aux principes fondamentaux de l’ana- 
Iyse ınfınıtesimale et qui seront exposes dans une autre note, dans la- 
quelle je m’occuperai aussi de quelques autres proprietes assez remar- 
quables de la serie (7.). 

Berlin, Janvier 1829. 


- 
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10. 
Ueber die Gonvergenz einer nach den Sinussen 
und Cosinussen der Vielfachen eines Winkels 
fortschreitenden Reihe. 


(Vom Herın Professor Dirksen zu Berlin. ) 


1. 
Bessichnet f(x) eine Function von x, einzig und allein an die Bedin- 
gung gebunden, dafs ihre Werthe innerhalb zwei gegebener Grenzen, 
z.B. vn v=—a bis —=+ 0, einschliefslich, wo & eine, übrigens be- 
liebige, endliche Gröfse repräsentirt, beständig endlich und bestimmt 
bleiben, und nımmt man an, dafs es möglich sei, die Werthe dieser 


Function. innerhalb eben jener Grenzen ausschlielslich, durch eine Reihe 
von der Form: 


A ‚+ cos — A; eic. 


sin — +Db, sin +D, +.... + etc., 
dıe, der Kürze wegen, dargestellt werden mag durch 


A, + + ZBisin 


auszudrucken, wo, ganz allgemein, 4; und B,; endliche und bestimmte, 
von x unabhängige Gröfsen bezeichnen: so läfst sich auf mehr als eine, 
und wohl am leichtesten auf die zuerst von Euler (Nova acta acad. 
Petrop. tom. A]. p. 116.), rücksichtlich eines verwandten Gegenstandes, 
mitgetheilte Weise zeigen, dafs alsdann sein zus: 


1 +a 
Swap, A=—f fan, 
> 
"sin = S(u)da, 


wo eine Hülfsgröfse, und eine Function von bezeichnet, 
in welche f(x) übergeht, indem man x = setzt. 

Substituirt man diese Werthe für 4; und B, in die obige Reihe, 
‚so entsteht die Gleichung: 


1 +a „, 1 +4 — 


| | 
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welche, in Verbindung mit den vorigen Bedingungen, ein sehr bekann 
tes Theorem ausspricht. 

Man sieht aber leicht, dafs dieses Theorem durch die hier be- 
zeichnete Betrachtungsweise, auf keinen Fall als begründet angesehen 
werden darf, in so fern nicht unter andern auch die Convergenz der auf 
der rechten Seite von (1.) befindlichen Reihe gesondert dargethan wird. 

Zu beweisen, dafs eben diese Reihe, unter den obigen Bedingun- 
gen von f(x) und &, stets einen endlichen und bestimmten Werth hat, 
ist der nächste Gegenstand der folgenden Betrachtungen, bei denen, zur 
Abkürzung, der Buchstabe E, sowohl mit als ohne Ordnungszahl, als Re- 
präsentant einer endlichen und bestimmten Gröfse überhaupt, und das 
Zeichen G. vor einer Function von z, zur Andeutung desjenigen Wer- 
thes dienen wird, welchem sich der Werth der Function von z ins Un- 
bestimmte nähert, indefs der numerische Werth von z als ins Unbe- 
stımmte zunehmend gedacht wird. 

2. 

Bezeichnet Y(g) eine continuirliche unbestimmte Function von %, 

von »=yw, bis a=u, einschließslich, so hat man bekanntlich, mittelst 


partieller Integration, (u) setzend: 


Ko 
+2 
folglich 
(2) + 
Ho 


eine Gleichung, durch welche die Reihe (1.) auf drei andere zurück- 
geführt wird. 


Betrachtet man nun die Reihe 23 iz, so ergiebt sıch sehr 
| 


I 
leicht, dafs man hat, in so fern 2 eine ganze Zahl bezeichnet: 


z—-sınız=0, für 


= 3;#—;t, für alle übrige Werthe von 2, 
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wo £ gegeben wird durch die Gleichung z=+2nr=-t, n so genom- 
men gedacht, dafs der Werth von £ zwischen 0 und + 2 falle. 
Diesem nach hat man ganz allgemein 


3) = E,. 


Setzt man nun abwechselnd 


legt zugleich, dafs man, der obigen Annahme nach, hat 


so erlangt man 


Si . 
+ sin = 
Ferner hat man, wie man leicht sieht, 


oo . in (= — u) / / in (2 — u) 


Ho 


(4.) — 


#o 


in so fern daher auch (u), innerhalb der Grenzen der Integration ein- 
schliefslich, beständig endlich und bestimmt bleibt, und #,, #, ebenfalls 
endlich sind, hat.man bekanntlich 


5) Ef sin = E,. 
27 


Verbindet man die Gleichung (4.) und (5.) mit (2.), so kommt, die vo- 
rigen Bedingungen als erfüllt betrachtend: 


flo 

Die für %’(») hervorgetretene Bedingung ıst mit Bezug auf den 
Satz, in der Gleichung (6.), diese an und für sich betrachtet, enthalten, 
keine nothwendige, sondern lediglich eine, aus der besondern Betrach- 
tungsweise hervorgegangene zufällige. Der Satz selbst behält seine volle 
Gültigkeit, wenn auch '%’(#), innerhalb der Grenzen der Integration ein- 
schliefslich, ein- oder mehrmals unendlich wird, wofern nur 'L(r) be- 
ständig endlich bleibt. Um die Begriffe festzustellen, wollen wir anneh- 
men, dafs @ eine, zwischen «, und u, enthaltene Gröfse bezeichne, und 
dafs &’(w) lediglich für diesen Werth von % unendlich werde. 
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Da bekanntlich ganz allgemein 


„ir — 
+ 


[44 


on 


ıst, so hat man, in Folge der Annahme und der Gleichung (6.), wofern 
nur der numerische Werth von 6 nicht gleich 0 ist, wie man sich leicht 
überzeugt: 


IU 


Da der numerische Werth von 9 nach nalkala klein genommen 
werden kann, so wird derselbe bekanntlich dergestalt gewählt werden 
können, dafs sich der Werth von von bis a+10, 
mittelst einer sehr rasch convergirenden, nach ganzen Potenzen von 4 
fortschreitenden Reihe darstellen lasse. WVerbindet man nun mit dieser 
Bemerkung die Gleichung (6.), so ergiebt sich, wie man leicht übersieht, 


die Gleichun 
z/ YWde=E, 


die, mit (7.) verbunden, liefert: 


8) Ef "eos 
"o 
welche Gleichung PO wie leicht zu übersehen, statt findet, wofern nur 


% (u), innerhalb der Grenzen der Integration einschliefslich, stets conti- 
nuirlich ist, und p, und u, endliche Gröfsen bezeichnen. Dies voraus- 
gesetzt, möge /(w) eine Function von p bezeichnen, deren Werthe ge- 
geben werden: 


vn bis durch 
von bis durch 
von bis durch 


von bis durch 


von bis durch (u), 
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fortgehen, so hat man, in Folge von (8.): 


r — u) 


folglich 
(9.) in vV_.W)du= ZEL E 


wofern nur ganz allgemein von bis 4, continuirlich 
ist, und %,_, und u, endliche Gröfsen sind. 


Setzt man nun 


so erlangt man - 


wofern nur f(w), innerhalb der Grenzen u, und w, einschliefslich, es sei 


übrigens continuirlich oder discontinuirlich, beständig endlich und b«- 
stimmt, und endliche Gröfsen repräsentiren, 


Bezeichnet demnach & eine endliche Gröfse, und setzt man 
„= 


a2) Ef = 


wofern nur f(x), vn bis endlich und be- 
stimmt ist, welches Resultat von dem von Hrn. Cauchy (Memoires de 
l’acad. d. scienc. an, 1823.) erhaltenen, in so fern verschieden ist, als 
letzteres bedingter zu sein scheint, und auch die mitunter geäufserte 
Ansıcht, nach welcher ein Ausdruck von der Form /11.) und (1}.), an 
und für sich betrachtet, nichts weiter als ein (bedeutungsloses) Symbol 
bildet, nıcht bestätigt. 


so kommt 


+. 

Was die Begründung des Theorems durch die Gleichung (1.), ın 
Verein mit den für f(x) und & angegebenen Bedingungen ausgesprochen, 
anbelangt, so dürfte diese durch die ın j. 1. bezeichnete Betrachtung, ın 
Verbindung mit dem Resultate von (12.), keinesweges als erledigt zu be- 
trachten, und vielleicht auf folgende Weise am directesten zu bewerk- 
stelligen sein. 


| 
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Bekanntlich ıst: 


(13.) sin G+3)r (2 —u) 
und, nach (10.) und mittelst partieller Integration: 
G; du= —G,— Ss 
[44 & 
= 
+6:772 (n). 
r-1 & 
= 0, 
für alle Werthe von &, beı denen von u, bis u, 


einschliefslich, nicht Null, folglich nicht von der Form + 
wird. Obgleich dieses Resultat hier zunächst nur für den Fall hervor. 


tritt, wo von „=u,_, bis einschliefslich, für alle Werthe 


von r, stets endlich bleibt, so überzeugt man sıch dennoch auf die in 
$. 3. näher bezeichnete Weise sehr leicht, dafs solches auch dann noch 
allgemeine Gültigkeit hat, falls %,_,(w) ein- oder mehrmals unendlich 
werden sollte. 


Erlangt aber c— u, für ırgend einen zwischen u, und u, ein- 
schliefslich enthaltenen Werth von u, einmal einen Werth von der 
Form +2na, wodurch alsdanın „= +2n«a-+x wird; so hat man, da 
ganz allgemein 


in +x—9 „tan +x 


ist, in Folge von (14.), wofern man zur Abkürzung 
23° 
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sin 
— 
(15.) = Pu) 
& 
setzt, wie leicht zu übersehen, 
+onc+x 
dm 
ko +x—9 t2nx+x 
wenn weder noch von der Form +2n« +x ist; 
+x+9' 
G Plu) du 
(16.) flo +x 
wenn 4, von der Form F2ne2--x ist; 
+x 
Plu)du, 
+2nx 


wenn 4, von der Form +2n2%-+x ist; 
wo 0 und 6° nach Belieben klein, jedoch nicht gleich Null genommen 


werden können. 
Setzt man nun -+x—£, so kommt mit Rücksicht auf(15.): 


„tan +x sin@+3)—£ 
G Jet2na— Hd}; 


+2nx+x—9 
folglich, da @ nach Belieben klein genommen werden kann: 
+tonx-+x (2 + 3) 
= sın de; 
+2nx4+x—0 


mithin, indem man setzt: 


sind 
_ +t2nx+x—0 
sin 
und endlich, da bekanntlich is: 
G Yu) du = aflxt2ne). 
+2nx +x—09 
(17.) <Auf dieselbe Weise erhält man 


G;[ Yu) du = aflxt2ne). 


tenx+x 
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Fafst man nun die Resultate von (13.), (14.), (15.), (16.) und (17.) 
zusammen, so erlangt man folgenden allgemeinen Satz: 


wenn zwischen w, und #, einschliefslich kein Werth für u von 
der Form +2na+tx enthalten ist; 


wenn zwischen u, und 4, ausschliefslich ein Werth für # von der 
Form enthalten ist; 
>> = + 4a f@t2ne), 
Ho 


Ko 
wenn entweder «, oder #, von der Form +2n&-+x ist, 


wo z so genommen werden muls, dafs zwischen u, und u, ein- 
schliefslich falle. 


(18.) 


Ist aber zwischen w, und u, eine Anzahl von (2-1) Werthen 
für » von der Form +22%-+x vorhanden, von denen keiner mit den 
Grenzwerthen u, oder u, übereinstimmt, so findet man: 


(19) 2 "eos de) 
Ko 


>. 
Setzt man nun, um sich von diesem allgemeineren Fall zu dem in 
Rede stehenden mehr besonderen zu wenden, 1, =— x, 1,= + 2, so über- 
sieht man leicht, dafs es zu jedem Werthe von x einen Werth, und 
auch nicht mehr als Einen Werth fur u, zwischen —« und +% ent- 
halten, giebt, in Folge von welchem x—u von der Form +2n« wird. 


Nach (18.) hat man also 


> Swdu+ afetene), 


für solche Werthe von x, für welche weder +« noch z—« 
von der Form + wird; 


für solche Werthe von x, für welche entweder + oder <— 
von der Form ist. 
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Für alle diejenigen Werthe von x, welche zwischen —« und 
+ « enthalten sind, hat man offenbar 2=0, und daher, indem man 
unter dıeser Voraussetzung die Gleichungen (20.) nach f(x) auflöst: 


21) So = zuf 


für alle Werthe von x, zwischen —« und + ausschließlich enthalten, 


von denen (21.) mit der Gleichung (1.) einerlei ist. 
Berlin, den 15. Januar 1829. 


> 
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11. 
Beweis eines neuen, von Herrn Chasles in der 


Statik entdeckten Satzes, nebst einigen Zusätzen. 
(Von Herrn Prof. A. F. Möbius zu Leipzig. 


Wie auch dieKräfte, welche auf ein freies und seinerForm 
nach unveränderliches System wirken, auf zwei Kräfte re- 
ducirt werden mögen, so ist das Tetra&@der, welches zu ge- 
genüberliegenden Kanten dieGeraden hat, wodurch die zwei 
resultirenden Kräfte ihrerStärke und Richtung nach vorge- 
stellt werden, immer von demselben Inhalte. 

Diesen merkwürdigen Satz der Statik habe ich in de Ferussac 
Bulletin des sciences mathem. ete. Septemb. 1828, pag.187., ın der An- 
zeige von Gergonne Annales mathem. Tom. XV III. no.12. Juin 1828. 
aufgeführt gefunden, mit der Bemerkung, dafs Hr. Gergonne, dem die- 
ses Theorem von Hr. Chasles ohne Beweis mitgetheilt worden sei, es 
daselbst bewiesen habe. 

Ohne diesen Beweis zu kennen, indem jenes Heft der Gergonne- 
schen Annalen mir noch nicht zu Gesicht gekommen ist, habe ich selbst 
einen solchen aufzufinden gesucht, den ich, da er durch eine neue dabei 
angewendete Ansicht der statischen Momente und durch die damit be- 
wirkte Kürze einige Aufmerksamkeit verdienen dürfte, hier mitthei- 
len will. | 

Wiıe bekannt, erhält man das Moment einer Kraft in Bezug 
auf eine gewisse Axe, wenn man die Kraft auf eine, die Äxe recht- 
winklig schneidende Ebene projicirt, und diese Projection mit ihrem Ab- 
stande von der Axe multiplicirt. Werde daher durch die Gerade P() 
(Fig. 9.) eine Kraft, ihrer Stärke und Richtung nach, vorgestellt. Durch 
einen beliebigen Punct 4 der Axe AB lege man eine Ebene recht- 
winklig auf die Axe, und seien P’ und Q° die Fufspuncte der auf diese 
Ebene von P und Q gefällten Perpendikel, so ist das Moment der Kraft 
PQ dem doppelten Inhalte des Dreiecks $P’Q’ gleich. Es ist aber, wo 
auch der Punct B in der Axe genommen werden mag, ZPO’ x 
dem Dreifachen des Tetraeders 4BP’'Q', und AbBP'O' = ABP'O, weil beid: 
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Tetra@der eine gemeinschaftliche Basis BP’ haben, und ihre Spitzen QO/, 
‘) in einer Parallele mit dieser Basis liegen. Eben so ist ferner 4BPO — 
{BPQ, weil die Linie durch die Spitzen P/, P dieser zwei Tetraöder 
parallel mit ihrer gemeinschaftlichen Grundfläche ABO läuft. 


Man hat daher 4P’Q’ x AB=3.ABOQOP, und folglich das Moment 


der Kraft PQ in Bezug auf die Axe Ab, =2.4P VO = 6.8; und eben 


so das Moment einer andern Kraft AS, in Bezug auf dieselbe Axe, 
ABRS 


6. Da es aber bei den Momenten nicht sowohl auf ihre absolute 
Gröfse, als vielmehr auf ıhr gegenseitiges Verhältnifs ankommt, so kann 
man die Momente von P(, RS, ın Bezug auf AB geradezu den Tetraö- 
dern ZBPO, ABRS gleich setzen. Auf eben die Art werden die Mo- 
mente derselben Kräfte ın Bezug auf irgend eine andere Axe CD durch 
lie Tetraäder CDPQO, CDRS ausgedrückt werden können, wobei man 
„och den Abschnitt CD in der andern Axe, dem Abschnitte AB in der 
ersten gleich anzunehmen hat, wenn man die letzten Momente nicht 
hblofs unter sich, sondern auch mit den ersten vergleichen will. 

So wıe also beı einem Systeme von Kräften in einer Ebene die 
Vlomente derselben ın Bezug auf einen gewissen Punct der Ebene durch 
lie Dreiecke dargestellt werden, welche diesen Punct zur gemeinschaft- 
lichen Spitze und die Kräfte selbst zu Grundlinien haben, so lassen sich 
ei einem Systeme von Kräften ım Raume die Momente derselben in 
Bezug auf eine gewisse Axe durch die Tetraäder ausdrücken, welche 
einen beliebigen, aber von unveränderlicher Länge zu nehmenden Ab- 
schnitt dieser Axe zur gemeinschaftlichen Kante, die Kräfte selbst aber 
zu gegenüberliegenden Kanten haben. 

Wenn daher beı einem System von Kräften PQ, RS, 7U,..., 
die auf einen freien, festen Körper wirken, Gleichgewicht statt findet, 
so mufs immer, wie auch die zwei Puncte 4 und B genommen werden, 
lie algebraische Summe der Tetra@der 

ABPO + ABRS + ABTUL...—o 
sein, weil unter der Voraussetzung des Gleichgewichts die Summe der 
Momente für jede Axe = 0 mufs. 

Was die Vorzeichen anlangt, mit denen diese Tetra&@der zu neh- 
men sind, so kann man sich jedes derselben, wie 4BPQ oder ABRS er- 
zeugt denken, indem ein Dreieck, dessen Grundlinie 4B, und dessen Spitze 


) 
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veränderlich ist, um AB, als Axe, so gedreht wird, dafs seine Spitze, von 
P nach Q gehend, die Gerade PQ, oder, von R nach S gehend, die Ge- 
rade RS beschreibt. Hiernach sind je zwei Tetraöäder, wie #BPQO und 
ABRS, mit einerlei oder entgegengesetzten Zeichen zu nehmen, je nach- 
dem die Drehungen, durch welche sie auf die besagte Weise erzeugt 
werden, einerlei oder entgegengesetzte Richtung haben. 


Sind ferner die Kräfte PQ, RS, ... gleichwirkend mit den Kräf- 
ten PO’, RS’... ., so ist für jede beliebige Lage der Axe die Summe 
der Momente der erstern Kräfte gleich der Summe der Momente der 
letztern, und man hat folglich für jede Lage der Puncte 4 und B die 
Gleichung: 

ABPQO + ABRS+...= ABP'O'+ ABRS’H..., 
wo rücksichtlich der Vorzeichen dasselbe wie vorhin zu bemerken ist. 


Die Untersuchungen, welche ich mit Hülfe dieser neuen Ansicht 
der Momente, als Tetra@der, schon seit längerer Zeit angestelit habe, und 
die damit gewonnenen, zum Theil neuen, Resultate werde ich bei einer 
andern Gelegenheit mittheilen, und jetzt nur noch die Anwendung die- 
ser Ansicht auf das Theorem des Herrn Chasles zeigen, das, wie man 
schon ım Voraus wahrnımmt, sıch hiermit sehr einfach darthun läßst. 


Ein System von Kräften, welche auf einen freien festen Körper 
wirken, sei das eine Mal auf die zwei Kräfte PO und RS, das andere 
Mal auf die zwei Kräfte P’Q’ und R’S’ reducirt worden; so ist zu be- 
weisen, dafs die zwei Tetra@der PORS und POS’ gleichen Inhalt haben. 


Weil die erstern zwei Kräfte mit den zwei letztern gleichwirkend 
sind, so hat man für jede Lage und Gröfse der Axe 4P die Gleichung: 
ABPQO ABRS ABP'O'! + ABR'S". 

Man lasse nun die willkührlichen zwei Puncte # und B resp. mit 
P und ( zusammenfallen, so wird das Tetraeder ABPQ= 0, und man 
erhält: 
1) PORS = POP'V' + PQR'S". 
Eben so ergiebt sich, wenn man ZB nach und nach mit RS, P', 
eoincidiren lälst: 
2) RSPO = RSP'V' + RSR'S’, 
3) PO PW'RS P'O'R'S', 
4) RS’PO+RS’RS = 
Grelle's Jurnal. IV. Bd, 2. Hit. 24 
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Man überzeugt sich aber leicht, dafs den zwei nur durch die Folge 
der Buchstaben verschiedenen Ausdrücken, PORS und RSPQ, desselben 
Tetra@ders einerlei Vorzeichen zukommen. Wird nemlich das eine Mal 
Pl) zur Axe genommen, die man sich in verticaler Lage denke, P oben, 
‘} unten, — und geschieht alsdann die Drehung des, das Tetra&der PORS 
erzeugenden Dreiecks, indem es sich aus der Lage POR in die Lage 
POS begiebt von der Rechten nach der Linken, so wırd auch, wie die 
Anschauung lehrt, wenn, zufolge des Ausdrukes RSPQ, RS zur Axe, 
R oben, Sunten, genommen wird, das nunmehr erzeugende und um RS 
sıch drehende Dreieck, um mit seiner Spitze von P nach () zu kommen, 
sıch gleichfalls von der Rechten nach der Linken drehen müssen. — 
Dasselbe gilt auch von den übrigen in den Gleichungen 1. bis 4. vor- 
kommenden Paaren von Ausdrücken, in denen die zwei ersten und die 


zweı letzten Buchstaben mit einander vertauscht sind. (Vergl. Barycentr. 
Calcul, 20. a.) 


Addırt man daher jene vier Gleichungen, und läfst die zu beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens einander gleichen Glieder weg, so kommt: 
2.PORS = und somit PORS = 

wıe zu erweisen war. 


Zusätze. Weil PO und RS mit und gleichwirkend 
sind, so halten die vier Kräfte PQ, RS, Q’P’, S’R’ einander das Gleichge- 
wicht. Dieses vorausgesetzt, ist also PORS = P'V'R'S’, = ('P'S’R', auch 
dem Zeichen nach, wıe sich auf eine der vorigen ganz ähnliche \WVeise 
zeigen läfst. Hiernach kann der Satz des Hrn. Chasles auch so ausge- 
drückt werden: 

Hat man vier Kräfte, die mit einander ım Gleichgewicht sind, so 
ist das aus irgend zweı derselben gebildete Tetraeder dem Tetraeder 
aus den beiden andern gleich. 


Um die vorige Rechnung bequemer und damit auf noch mehrere 
Kräfte leicht ausdehnbar zu machen, will ich die Kräfte, oder vielmehr 
die Linien, wodurch sie vorgestellt werden, mit >, 9, r, ... ., die Axe 
AB, worauf ihre Momente bezogen werden, mit @, und die Tetratder, 
welche @ und p, a und 9, > und 9, u. 5. w. zu gegenüberstehenden Seiten 
haben, mit 7», «9, p9, u. s. w. bezeichnen. Alsdann ist beim Gleich- 


IS? 
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gewicht zwischen den vier Kräften 7, 9, r, s: 
und, wenn man «@ nach und nach mit >. . . s zusammenfallen läfst: 


1) pe tpr+ps=0, 
3) 0, 
4) 0, 


weil die Tetra@der pp, 99, ...=0 sind. Die halbe Summe dieser 4 Glei- 
chungen giebt: 

pe 0, 
d. h.: Sind vier Kräfte im Gleichgewicht, so ist die Summe der sechs 
Tetraöder, welche durch paarweise Verbindung der Kräfte hervorge- 
hen, = 0. 


Zieht man von I. die Gleichung 4) ab, so kommt: 
po+pr = 0; 
d. h.: Haben drei Kräfte (p, 9, r) eine einzige Resultante (—s), so ıst 
die Summe der drei Tetra@der, welche durch paarweise Verbindung der 
drei Kräfte erhalten werden, = 0. 


Wird endlich von Il. die Gleichung 3) abgezogen, so kommt: 
il. pp—rs = 0, 
welches der Satz des Hrn. Chasles, auf die kurz vorhin gedachte Weise 
ausgedrückt, ist. 


Auf ähnliche Art wollen wir jetzt ein System von 5 Kräften 
. die im Gleichgewicht mit einander stehen, behandeln. — Aus 
der Gleichung ap-+...+uat=0 folgt durch successives Zusammen- 
fallen der Axe mit 9, 


1) pr 
2) po tor 
3) 
0, 
pt+yt 


Die halbe Summe dieser 5 Gleichungen ist: 
Il. po Frstrt+st = 0. 
Hiervon die Gleieichung 5) abgezogen, kommt: 


pe 


24? 


184 11. Möbius, Beweis des Satzes von Chasles in der Statik. 


und, wenn man davon noch die Gleichung 4) abzieht: 
I. po +pr+yr =st. 


Man erkennt hieraus zur Genüge, welches die Formeln bei einer 
noch gröfsern Anzahl von Kräften sein werden, und kann damit ohne 
weitere Rechnung folgendes allgemeine Theorem aufstellen: 

Hat man eine beliebige Anzahl, =, von Kräften, welche auf einen 
freien, festen Körper wirken und sind diese Kräfte im Gleichgewicht 
(wie die 5 Kräfte >, . . . Z ın E.), oder lassen sie sich auf eine ein- 
zige Kraft reduciren (wie die vier Kräfte p,.... s in II. auf die Kraft 
—t), so ist die algebraische Summe der 52 (2—1) Tetraeder, welche 
hervorgehen, indem man die Kräfte durch Linien ausdrückt, und 
je zwei derselben zu gegenüberliegenden Seiten eines Tetra@ders 
nımmt, —= 0. Im allgemeinen Falle aber, wo die n Kräfte sich nicht 
auf eine, jedoch immer auf zweı Kräfte zurückführen lassen (wie 
die drei Kräfte >, 9, r ın lll., deren Resultanten —s und —£ sind), 
ist jene Summe von Tetra@dern dem aus den zwei resultirenden Kräf- 
ten gebildeten Tetra@der selbst gleich. 


Letzteres ist daher von constanter Gröfse, wıe auch die z2 Kräfte 
auf zwei reducirt werden mögen, welches wiederum der Chasles’sche 
Satz ist. 
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12. 
Suite des notices sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr, C. G. J. Jacobi, prof. en math. & Königsberg.) 


J e vaıs rapporter icı lequation a diflerences partielles qui sert a definir 
les substitutions a faire pour parvenir A une transformation des fonctions 
elliptiques, et dont jaı donne la notice dans le troisitme volume de ce 


journal. 
Soit, en faisant usage de la notation dont je me sers ordinairement 


x = Yxsinam(w%; yA\Asinam (77, 1), 
A etant le module dans lequel se change le module x par la transforma- 
tion correspondante A un nombre z impair, on sait qu’on a 


_ Part... 
les quantites A, M, B, B/,.... 27 etant determindes convenablement 


en fonctions de <. On aura ıcı 


Soit 
er... + Bam), 
— B+ + + 
et de plus les fonctions U, satisferont et Tautre ä 


l’equation aux differences partielles suivante: 
Tequation modulaire etant supposde connue, l’equation (1.) sufit pour 
trouver toutes les quantites DB, B/,.... exprimedes en fonctions 
rationnelles des deux modules x et A. On pourra donc dire en quelque 


sorte que cette dquation contienne la solution generale du probleme de 
la transformation des fonctions elliptiques, et sous une forme tout & fait 
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differente de celle sous laquelle nous Yavons fait connoitre, Mr. Abel 
et moı, dans nos recherches sur cette matiere. Elle donne aussi d’une 
maniere directe les formules relatıves a la multiplication. En effet, &tant 
suppose y=yx*sinam(nu), si met: 


nn—ı 
on trouve: 
=yn,bE=0o, 
+3.4B" = o, 

— an (an 
+ 9.10B = ant(aa— 

BF 


On tire aisement de ces Equations les valeurs de B, B’, B",... 


BT, soit en partant de B=yn ou de ET yn’. Tout cela 
sapplique aussi, des legeres modifications etant faites, au cas oü n est 
un nombre paır. 

ll est tres r&marquable que l’equation 1. a des integrales algebri- 
ques. Son integration generale peut &tre reduite a celle de l’&quation 


En eflet soit z= %(v,») une integrale quelconque de celle-ci, si 
on met = yxsin®, on aura, en employant la notation de Mr. Le- 

sendre, lintcgrale suivante de l’equation 1. 


connue et plus simple: 


ER: 
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I. 


Supposant c=sınam(u), les quantites sınam (2u), sınam (3u), 
sın am(4u) etc. peuvent etre exprimdes d’une maniere assez remar- 


quable au moyen des differentielles des quantites [x (1 — x’) (1—n’x*)|, 


x: 
& prises par rapport x°. Soit 


on trouve 


1 
@B 
sınam3u = x 
034 
2(0x°) '2.3(00*)* 
0’B OB 
25 2002) '2.3.4(00*)* 


La loı generale de la composition de ces expressions est aisee A saisir. 
On aura des formules analogues si l’on veut employer au lieu des differen- 


tielles de =] celles des quan- 


1 1 


Nous allons etablir dans ce qui suit les formules generales rela- 
tives a la transformation des integrales elliptiques de la seconde et de la 
troisieme espece. 

Soit 2 un nombre impair quelconque, ® une quantite telle que 
sinam(2r2w) =0 et soit en möme tems 2 le nombre le plus petit pour 
lequel sin am (22%) s’evanouit, si l’on met 

2(2 
sin 


= 
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on a la formule connue 
1) sin am x) 
=sinam (u) + sinam (u+4o) + sinam(u+S») +... + sinam [u+4n—ı1)o] 


Cela pose, je remarque qu’on a 


O.sin am sin am 
eu 
formule facıle a verifier. Soitt =a+b, —=a+25, et 


a” a-- mb; en mettant successivement @’, a’, a"; etc. a", a”) 
au lieu de «a, @’ et ajoutant, ıl vient: 
sin’am (u + a”) — sin’am(u-+-e) = sinam(b). 
Or on a en möme tems 


sin’ am (u-+«‘)— sın’am(u-+e) = sin am (a’— 0) 


oS'sinam a) sin am (ut «°) 
ou 


sinam (ua) sinam (u+ 


ou 


sin’am(u + a”) — sin’am «) =sinam(nb). 
delaä on tire, en integrant, cette formule remarquable: 
2) 
= sınam (nb)sinam(u-+ sinam(u+«”) + const. 
Soit sinam(2Ö)=0, ıl vient 


3) = const, 
Au moyen de cette formule on tire de la formule 1. la suivante 
2? 


am 
= sın’am(u) + const., 


ou puisqu’on a sin’am (7,2) =0, pour v=0, celle qui suit, 


2)? 
4) sın (47,2) 
= sin’am(u)-+ sin’am (u+ 40) + ....+sin’am [u +4(2—1)o] 
— 2/sin’am40+ +sin’am2(2— 
Cela donne aussi 


cos®’am(u)-+ cos’am (u .. co#®am 4(n—1)o] 


— 2!cos’coam(#»)+ cos’coam (So) 1)w!, 


b) A’am m(7,r)= 
+ 2 Jcotg’am + am2(2— 1)»}. 


Ein integrant on a, pour la fonction entiere de la seconde espece, 


u 
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Soit am(u), sı l’on met 


Zu) = F 
on tire des formules 6., 7. cette autre qui oflre la transformation des 
a; elliptiques indefinies de la seconde espece: 


v2, = ZW+ Za+40)+.... + 
formule qui peut &tre transform&e dans celle-ci: 
9) 2 (4 


sin? am (2m ®) 
1 — sin? am (2m w)sin® am (u) ’ 
n—1 


ou Ton donnera A 77 toutes les valeurs 1, 2, 3,..., er 


Soit &—=am(«), je considere les fonctions elliptiques de la troı- 
sieme espece sous la forme: 


sin?p.op 


En introduisant la nouvelle transcendante 


2»’sınam(u) cosam (u) Aam (u)X 


9 
e 


=6(u), 


on 4 
(u) 


I(u,0o) = uZ()-+ 

Cette derniere formule fait voir que les fonctions elliptiques de la troı- 
sieme espece, lesquelles dependent de trois elömens, peuvent &tre reduites 
a d’autres transcendantes qui n’en ont que deux. Lintegration de la for- 
mule 9. donne les formules generales pour la transformation de le fonc- 
tion O(u), desquelles on peut deduire celles des fonctions elliptiques de 
la troisieme espece. (Juant A ces dernieres, on trouve 


10) n(4, — nll(u, a, x) 
1 — x? sin? am (2 m ©) sin’ am (u— a 
en designant par I/ le produit de tous les facteurs, que l’on obtient en 
n—1 
Crelle’s Journal. IV. Bd. 2. Hft. 25 


Z(u) = 


donnant ä n les valeurs 1, 3, 3,..., 
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On peut aussi parvenir directement de la fonction (u) aux for- 
mules de transformation en partant de son developpement en produit in- 
fin, comme nous l’avons montre dans le trosıeme volume de ce journal. 
De la, en suivant une marche inverse de celle qu’on vient de presenter, 
on tıre sur le champ les formules relatıves a la transformation des fonc- 
tions elliptiques de la premiere et de la troisieme espece, et en differen- 
tıant, celles de transformation des fonctions elliptiques de la seconde 
espece. Tout cela s’applique encore, quelques legeres modifications pres, 
au cas ou 2 est un nombre pair. 

IV. 

Pour exprimer sinam(u, x) par sinam (",2) ou sin am 2) 
par sinam(ru), il y aä resoudre une &quation algebrique du n'"* degre. 
Nous allons presenter les expressions algebriques et generales de ces racines. 

Designons par D(u,o, z) lexpression suivante: 

II|1— »’sin’am (2 m w) sın’amau], 
en donnant toujours a les valeurs 1, %, 3, ..., soit w une 
quantite telle qu’on aıt 
x» — X'|sincoam (2»‘,A)sincoam (4w‘,A).... sincoam |(2—1)»‘, A]* *), 

soit de plus D(4po', 0,4) ® (7, 
u 

0%, 7) 
on aura, en designant par p des nombres 0, 1, 2, 


4 
u 


=sınam (2, x) +4 «sınam (+40, 1) 4 2’sınam 


+ ....4+ 1) VAuıs 


etant une racine quelconque de l’equation 1. En mettant au lieu 


de & toutes ses valeurs, on aura toutes les racınes de l’@quation proposee, 
qui repondent aux differentes valeurs du nombre p. Il faut remarquer 
encore quon a 


mK-+m’iK' K+u'iK' 
*%) Soit + on aura 
n 


quelconques positifs ou negatifs, tels que mu’ — um!’ —1. 


‚4, &tant des numbres entiers 


» 
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n 


n 
On pourra exprimer gendralement tous les radicaux 
par les puissances de !un entre eux. 


Ce theoreme est un des plus importans, trouves jusqu'ici dans la 
theorie des fonctions elliptiques. Il fournit aussi la solution algebrique 
et generale de l’equation du degre zn, de laquelle depend la division de 
la fonction elliptigue en 2 parties, comme on va le voir dans ce qui suit. 


Supposons pour plus de simplicit@ que z soit un nombre premier *), 
le nombre de toutes les transformations correspondantes au nombre n sera 
2-++1. Ce sont celles qui repondent aux valeurs suivantes de w: 

K iK’ K iK 2K K 


n 


Soient les valeurs . A et de M qui repondent ä ces EEE va- 
leurs de w: 


on prouvera aisement la formule remarquable 
2) sın am (nu, x) 


An 


En changeant dans la formule (1.) u en An x en A,, A, en %, M, en 


1 u 
n M,’ M, 


en zu, on parviendra ä exprimer toutes les quantites 


sinam (* par sinam(zu, x). 
n#M, 


Soit 


RB 
DP(nu+4po,o) 
et designons par B,, Bi, B,, .. ., By” les valeurs de BD, qui re- 
pondent aux differentes valeurs de », et par @, ., les 
dıfferentes valeurs de », on.a: 


*) Iln’y aqu'ä faire de legeres modifications dans le cas ou n est un nombre compose. 


| 
A A, Ay Ay An 
Mm, M,M, My .... M, 
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+ vB; vB; 
+ «Bsinam vB: sinam [au +4(n—ı) 


mm et m‘ &tant des nombres entiers quelcongues, et @, des racınes de l’equa- 


tion &"=1. En donnant a «, ß toutes les valeurs dont elles sont susceptibles, 
4(m K--m’ 

n 

qui sont au nombre de nn. Ce sont les nz racines de l’equation A re- 


soudre, presentees sous la forme la plus simple, telle que je l’avais pre- 
sentee dans le troisieme vol. de ce journal (cah. 1.). Je remarque encore 
que Von peut exprimer tous les radıcaux, qui sont au nombre 22 —1ı, par 
les puissances de deux quelconques entre eux qui ne se trouvent pas dans 
la möme serie horizontale. 


= sinam (zu) 


on aura les valeurs differentes de l’expression sın am (u+ 


V. 
Puisqu’on peut exprimer ratıonellement sin am 1), sin am(77- 
SInam (17%) par sinam(z,x), on pourra aussi exprimer les 
premieres quantites par une quelconque entr’elles; mais pour cela ıl y 
a ä resoudre une &quation algebrique du n“** desre dans chaque cas. 
Nous allons rapporter dans ce qui suit les expressions generales et alge- 
briques des racines des ces &quations. 
En conservant les notations du numero precedent, soit 


(2 +4po', w', 


on aura Mm’ 


1) 2) sinam (3; Am) 
+ sinam (= +4(n— i)w‘, 


€ 
| 
7 
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etant une racine quelconque de l&quation En donnant a x 
toutes ses valeurs, on aura les 2 expressions qui repondent aux diflerens 
modules A,, A,, » «5 Chaque expression, telle que 


etant donnde par la resolution d’une @quation algebrique du n'"* degre 
dont les racines ont pour expression gen£rale 


sinam (+; +4po,; An); 


w„ etant la m&me chose par rapport au module A, que w’ lest par rap- 
port A A„: on aura les expressions algebriques de toutes ces racines, quı 
sont au nombre 2 et qui repondent a un m&me module A„, en multi- 
pliant les radıcaux par «’PP au lieu de etant encore une racine 
quelconque de l’equation <"=1. On pourra aussi exprimer tous les ra- 
dicaux par les puissances d’un entre eux. Du reste, ayant suppose que 
n est un nombre premier, la formule 1. aura a subir quelques modifica- 
tions lorsque 2 est un nombre quelconque. 


VI 
Je termine ces remarques par l’enonc& du theoreme suivant, fourni 
par les m&mes methodes qui m’ont conduit aux resultats precedens. 
„Etant supposes connus tous les modules dans lesquels on peut 
transformer un module donne » a l’aide d’une transformation cor- 


respondante au nombre 7, on peut exprimer par ces modules toutes les 
2mK-+2m'iK‘ 


n 


quantites de la forme sinam ‚ m, m‘ etant des nombres 


quelconques, sans qu’il &toit necessaire de resoudre une &quation al- 
gebrique.” 

Les resultats dont je viens de donner ici une exposition rapide, 
font partie de ceux qu’on trouvera dans la seconde partie de mon ou- 
vrage sur les fonctions elliptiques (Fundamenta nova theoriae functionum 
ellipticarum). La premiere partie de cet ouvrage paroitra incessament *). 


*) Elle se vendra ä Paris chez Mr. Ponthieu et Comp., Palais royal, Gallerie de Bois No. 252, 


Königsberg, le 11. Janvier 1829. 
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13. 
Theor&mes sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr. N. H. Abel. ) 


La formule donnde par Mr. Jacobı dans le tome III. pag. 86. de ce 
journal peut £tre etablie facılement & laide d’un theoreme que nous 
allons demontrer dans ce qui suit. 

En faisant Pd=x, on aura, en vertu de ce quwon a vu dans le 
6. Ill. du memoire No. 12. tome ?. de ce journal p. 117., 

1. Par 

ou Zi est une fonction rationnelle de x, le numerateur etant du degre 
et le denominateur du degre (22 +1)’—ı. L’equation (1.) 
est donc du degre (22-1)? ei ses racines peuvent exprimdes par la 
formule: 


x = ); 
en donnant a zn et u toutes les valeurs entieres depuis zero jusqu’a 27 incl. 
Soit pour abreger 
P 
lexpression des racınes sera: 
4 == 


Cela pose, nous allons d&montrer le theor&me suivant: 

Theoreme i. Soit 9 une fonction entiere quelconque de la 
quantite ma-+uß) qui reste Ja möme en changeant 9 en 
et en Soit » le plus grand exposans de la quantit dans la 
fonction Wd, on aura toujours 

I. =p+o.f(an+ 1)6.F(2r +1)9 
ou > et 9 sont deux fonctions enticres de P(22-+-1)9, la premiere du 
degre y et la seconde du degree v—2. 
Demonstration. En vertu de la formule (10.) tome 2. pag. 109. 


on ä 

Cela fait voir que pourra s’exprimer rationnellement en ®6 et /6.F®. 
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Or le carr& de f9.F9 est rationnel en ®9, savoir 
done on pourra faire en sorte que l’expression de %@ ne contienne la 
quantite /0.F0 qua la premiere puissance, On pourra donc faire 
Tr. yo = + 
ou et sont des fonctions rationnelles de ®0. 
Sı lon met »— 9a la place de 9, on aura, en remarquant que 
Fb: 
8. = — 
Des Equations (7. et 8.) on tire: 
9. = wo), 
10. = w— N). 
Considerons d’abord la fonction En y mettant au 
de 9, ıl viendra: 
et par consdquent aussi, en mettant w— «— 0 
au lieu de 9: 


= 
= 


On aura de la m&me maniere: 
La premiere de ces &quations donne, en mettant successivement 9, 
.... au lieu de 0: 
11. = 


ou m est un nombre entier quelcongue. 


donc 


c’est-ä- dire 


Laa seconde @quation donne egalement 
= 
d’ou, en mettant au lieu de 0, et ayant egard & l’equation (11.) 
on tire: 
12. = 

Donc la fonction {90} reste la m&me, en y substituant au lieu de 99 
une autre racine quelconque de l’equation (1.). En attrıbuant a m et u 
toutes les valeurs entieres depuis zero jusqu’a 2 et puis ajoutant, la 
formule (1?2.) donne: 
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S 2n 
second membre de cette une fonction rationnelle et 
symetrique des racines de l’@quation (1.), donc on pourra l’exprimer 
rationnellement par les coefhiciens de cette @quation, c’est-a-dıre en 


Soit 


o\ = P> 


la quantit@ p sera une fonction rationnelle de P(22-+-1)0. Or I dis que 
p sera toujours entier. En efet soit -1)09=yetp= ou p’ 


et 9° sont des fonctions entieres de y sans diviseur commun. Soit 
y=P(2n+1)) une racine de l’equation la quantite p=4 
sera infinie en faisant 9= 0, done on aura Y-HY(w—0)—=}; main- 
tenant il est Evident par la forme de la fonction Yo, que cette equation 
ne peut subsister a moins qu’une quantit& de la forme 

ou 
n’ait une valeur infinie. Soit done Pd onaura en vertu 
de l’equation 30. tome ?, pag. 113: 

(m 
ou m’ et n' sont des nombres entiers; or cette valeur de Ö donne: 
c’est-a-dire (26. pag. 111.): 

Yan+ı)d= HE. 
Mais cela est impossible, car une racine quelconque de l’equation 9’= 0 
doit ätre finie. On trouvera &galement que donne 
La quantit@ p est donc une fonction entiere de 
+1)9. 
Considerons maintenant l’equation (10.). En divisant les deux 

membres par f(22+12)0.F(22-+-1)6, on aura: 

En vertu de ce qu’on a vu tome ?. 45. pag. 117, on aura iin, 
ou u et v sont des fonctions rationnelles de 96; 
donc le second membre de F’&quation precedente sera une fonction ra- 
tionnelle de 0. En la designant par x{®6}, on aura: 
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En mettant au lieu de 9, il viendra = 
f(er+1)5, 
F@n+1)0+2)= Fan+1)o, 


done on aura 
= x(P0). 
De la m&me maniere on trouvera 
= 
On en tire, comme plus haut, a l’egard de la fonction %,(®6), que x.(96) 
peut @tre exprime par une fonction entiere de P(2r2+1)9. Soit donc 


= 
= g.f(2n+ 1)9.F(2n- 1)0, 
14. Vo 


ou p et g sont des fonctions entieres de P(22-+1)9. 


Pour trouver les degres de ces fonctions, soit (90)’.x0 le terme 
de 9, dans lequel 96 est eleve& ä la plus haute puissance, on aura, en 


supposant 99 infini: 


on aura: 


et enfin: 


vb 4A.(96), 
olı Ä est une constante. De mäme on aura 
= 


pP = 
mais pour ®0 infini, on a@(224-1)9=B.®9, ou B est une constante. 
Il suit de la que p sera du degre v par rapport a P(22--1)09. On de- 
montrera de la m@me maniere que la fonction g sera du degre v—2, 


et par suite: 


tout au plus. 

Voila demontre notre theoreme. 

Dans le cas olı la quantit& ne monte la premiere puis- 
sance dans ‘/9, on a v=1; par consequent g sera du degre —1, c’est- 
a-dire =0. Donc on a dans ce cas 

15. vo = A+B.O(en+1)0, 
ou A et B sont des quantites constantes, qu’on trouvera facilement en 
faısant 9=0 ee =}. 

Soit par exemple #0 le produit d’un nombre quelconque des ra- 


cines de l’equation (1.), et faisons 
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an 2n 


vo= 


il est claır qu’on aura en remarquant que 


+@r +) + mo). 


et 


Donc: 


16. = A+B.P@n+n0. 


Il faut remarquer que Tune des quantites 4 et D est toujours dgale a 
zero. On a 4A=0, sı le nombre des facteurs de #0 est un nombre im- 
pair, et B=0, sı ce nombre est pair. la quantite est inde- 
pendante de la valeur de 9. Dans ce dernier cas, par consequent, en 
faısant, 9=0 ona: 


17. = 


Donc en faisant 


on a: 
on 


en 


o 


ol et sont nombres entiers quelconques, moindres que 22-1. 
Cependant on ne peut pas supposer ä la foıs A=o, K=0. Car cela 
donne #0 = (09)’ et par suite v=2, tandıs qu’on doit avoir 

De la m&me maniere que nous avons demontre le theoreme pre- 
cedent on pourra encore etablir les deux suivans: 

Theoreme I. Soit une fonction quelconque entiere des 
quantites de la forme fo telle que 


= 
vo 


olı » et g sont des fonctions entieres de f(22--1)9, la premiere du de- 
sre v et la seconde du degr&e y—2, tout au plus, en designant par v le 
plus grand exposant de fO dans Do. 

Theoreme III. Soit %9 une fonction quelconque entiere des 
quantites de la forme telle que 


on aura: 


195 
on on On on 
| 
k 
. = 


13. Abel, theorcmes sur les fonctions elliptiques. 199 


on aura 

ou p et 9 sont des fonctions entieres de #(22 +1), la premiere du de- 

gre y et la seconde du degre v— 2, tout au plus, en designant par v le 


plus grand exposant de dans Wo. 
En vertu du premier theoreme on voit sans difhculte que la va- 


leur de exprımee en fonction de sera: 
1 4n?+4n an+tı 
Ol 2m et 9, sont deux fonctions entieres de ®9, la premiere impaire et 
du degree la seconde paire et du degre 2n—2. Dailleurs ces 
fonctions sont determinees par l’equation 
Pn — 


ou a„ est une constante. 


Christianıa, le 27. Aoüt 1828. 
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14. 
Demonstration d’une propriete generale d’une certaine 
classe de fonctions transcendentes. 
(Par Mr. N. H. Abel.) 


Disiekens, Soit y une fonction de x qui satisfaıt A une equation 
quelconque irreductible de la forme: 


Pos Pıs Pas sont des fonctions entieres de la variable x. Soit 
2. 
une &quation semblable, 9,, 9, » « Etant &galement des fonc- 
tions entieres de x, et supposons varıables les co@fliciens des diverses puis- 
sances de x dans ces fonctions. Nous designerons ces co@fliciens par «, 
a’, .... En vertu des deux equations (1.) et (?.) x sera fonction 
de a, a’, @',.... et on en determinera les valeurs en &liminant la 
quantite y. Designons par: 
3 p=0 
le resultat de l’elimination, en sorte que g ne contiendra que les varia- 
bles x, a, a’, Soit % le degr& de cette &quation par rapport 
ax, et designons par 
ses , racines, qui seront autant de fonctions de a’, a’, .... Cela 
pose, si fait 
I. vr /fix,y).0x 
ou f(x, desıgne une fonotion rationnelle quelconque de x et de y. 
je dis, que la fonction transcendente /x jouira de la propriete generale 
exprimee par l’equation suivante: 
6. Ya =u+hlogv +... + 
U, Etant des fonctions rationnelles de a, a', a’, .. 


Demonstration. Pour prouver ce theoreme il suffit d’expri- 
mer la differentielle du premier membre de l’&quation (6.) en fonction 
de a, a‘, a’, ,...; car il se reduira par la & une differentielle ratıon- 
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nelle, comme on le verra. D’abord les deux dquations (1.) et (2.) donne- 
ront y en fonction rationnelle de x, a, a’, a”,.... De m&me l’equa- 
tion (3.): e=0 donnera pour dx une expression de la forme: 
= 
ou @, @',&’,... sont des fonctions rationnelles de x, a, a’, a’, .... 
De la ıl suit que la differentielle f(x, y).dx pourra ©tre mise sous la 
forme: 
= Pxr.da+P,xr. da” t...., 
ou @x, ... . sont des fonctions rationnelles de x, a, a’, a”, .... 
En integrant, il viendra: 
— +9,x.da+....\ 
et de la on tire, en remarquant que cette @quation aura lieu en mettant 
pour x les u valeurs de cette quantite: 

= + oa’-t....] 
Dans cette equation les coefficiens des differentielles da, da‘,.... sont 
des fonctions rationnelles de a, a‘, a’, .... et de 
mais d’ailleurs ils sont symetriques par rapport a &,, donc, 
en vertu d’un theoreme connu, on pourra exprımer ces fonctions ra- 
tionnellement par «a, a‘, a‘, .... et par les co@fliciens de lequation 
e=0; mais ceux-ci sont eux-m&mes des fonctions rationnelles des va- 
riables a, a’, ...., enfin les coefhiciens de da, da’, da, ...- 
de l’equation (7.) le seront @galement. Donc, en integrant, on aura une 
equation de la forme (6.). 

Je me propose de developper dans une autre occasion des nom- 
breuses applications de ce theoreme, qui jetteront un grand jour sur la 
nature des fonctions transcendentes dont il sagit. 


Christiania, le 6. Janvier 1829. 
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15. 
Ueber die Theorie der Schraube. 
(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmus zu Berlin.) 


(wegen diese einfache Theorie, wıe sie gewöhnlich vorgetragen wird, 
sınd einige Erinnerungen zu machen. Der gewöhnliche Vortrag ist 
folgender: 

\Wenn auf einer schiefen Ebene, welche unter dem Winkel « ge- 
sen den Horizont geneigt ıst, ein Gewicht Q liegt, die Kraft P aber 
horizontal auf Erhebung von Q wirkt, und x den Reibungs- Coefhicienten 
bezeichnet. so ıst 


tanz u 
P = get: oO, 


1 — utangae 
Wirkt nun bei einer Schraube mit lothrechter Spindel, deren Ge- 
wicht, nebst der daran hängenden Last, = () ıst, die Kraft R horizontal 


ın der Entiernung 5 von der lothrechten Achse, und bezeichnet « den 
Winkel der Schrauben-Gänge gegen den Horizont, r den mittleren Halb- 
messer der Spindel und 7 die Höhe jedes Schraubengangs, so wäre dıe 
ın der Peripherie 2r# tangential thätıge Kraft p nach obiger Formel: 


u 


1 — tang@ 


ode) 
h+-u.Irn 
2rn—uh'‘*’ 
und folslich. wenn dieselbe auf den Hebelsarm 5 reducırt wırd: 
Ir 
oder 


k () 


Dieser Formel liegt aber, obgleich etwas versteckt, folgende, wie 


«s scheint, irrige Ansicht zum Grunde. 
Reducirt man nemlich die in der Entfernung 5 erforderliche Kraft R 


. . .... . 
‚n die Entfernung 7, so hat man —-, und aus dieser horizontalen Thätigkeit 


> 


entspringen die Kräfte -——- cos und — sin@, erstere parallel mit der 
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Schraubenlinie, letztere normal darauf, und eben so zerlegt sıch () ın 
und Die Normal-Pressung, welche Reibung erzeugt, is 

daher = —sine+ cos&, und die Bedingungsgleichung also 


Ri 


woraus wıe oben: 


r h-u.?2rn 0 


b’2rn—uh’‘ 
Tolgt. 
Das Unrichtige dieser Vorstellung besteht nun darin, dafs der aus 
R entspringende, Reibung erzeugende Normaldruck sine gesetz’ 


wurde, obgleich derselbe nur der wirklich vorhandenen Kraft R, nicht 
der blofs thätıg gedachten = entsprechen kann, also nur die 


Gröfse Rsına hat. Bringt man daher, wie gehörig, diese in Rechnung, 
so ıst die Gleichung: 


und hieraus folgt: 
R= - 


welches die genauere, auch in meinem Lehrbuch der angewandten Ma- 
thematik, 2ter Band, Berlin 1818, gegebene Formel ist. 


Bequemer ist übrigens folgende Herleitung: 
Die Kräfte, welche einander das Gleichgewicht halten sollen, sind: 
R; Q und a[Rsına-+ Ocose], 
und die ihnen zugehörigen gleichzeitigen Wege: 
2ba; —h und —2rrseca; 
folglich die Gleichung: 
— Oh— »[Rsina+ Vcosa]2rr 0, 


woraus sıch ebenfalls 


h+u.Irn 
R= 
2bn—uh 


ergiebt. 
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16. 
Aufgaben. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


1 1 


Man sucht die Function f(x), die der obigen Gleichung Genüge thut. 


2. Man nehme zwei beliebige positive Grölsen @ und 5; sei 


1 1 


ma nb 
(a b b m + n 
ma’ nb/ 


etc. 
. x) » . 
verlangt den Werth a im algebraischen Ausdrucke. 


(Von Herrn W. Horn zu Burg.) 

3. An einer gegebenen beliebigen Curve, zwischen zwei gegebe- 
nen Tangenten, 2 Tangenten so zu ziehen, dafs die Dreiecke, welche 
von je zwei zunächst auf einander folgenden Tangenten und der Ver- 
bindungslinie ıhrer Berührungspuncte begrenzt werden, Kreise von glei- 
cher Gröfse umschlielsen. 
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17. 


Uber die bei verschiedenen Völkern üblichen Systeme 
von Zahlzeichen und über den Ursprung des Stellen- 
werthes ın den indischen Zahlen. 


(Vorzeiesen in einer Klassen -Sitzung der Königl. Academie der Wissenschaften zu Berlin, 
den 2. März 1829.) 


(Von Sr. Excellenz dem Königl. wirkl. Geheimen -Rathe, Herrn Freiberrn 
Alex. von Humboldt.) 


Man hat sich bisher, in den Untersuchungen über die numerischen Zei- 
chen (den einzigen Hieroglyphen, welche sich bei den Völkern des Alten 
Continents neben der Tonzergliedernden Buchstaben-Schrift erhalten ha- 
ben,) ernster mit der characteristischen Physiognomik der Zeichen und 
ihrer individuellen Gestaltung, als mit dem Geist der Methoden beschäf- 
tiget, durch welche es dem menschlichen Scharfsinne geglückt ist, Grö- 
fsen mit mehr oder weniger Einfachheit auszudrücken. Der Gang der 
Untersuchung ist hier fast eben so einseitig, als in den Sprachen gewe- 
sen, die lange Zeit hindurch mehr nach der Frequenz gewisser Töne 
und Endungen, nach der Gestalt der Wurzeln, als nach dem organischen 
Bau ihrer Grammatik verglichen worden sind. Ich bin seit mehreren 
Jahren anhaltend und mit besonderer Vorliebe bemüht gewesen, die bei 
verschiedenen Völkern alter und neuerer Zeit üblichen Systeme von Zahl- 
zeichen unter einen allgemeinen Gesichtspunct zu stellen. Die Kennt- 
ni[s gewisser Ziffern bei den Azteken (Mexikanern) und bei den Muys- 
cas”) (den Bewohnern der Hoch-Ebene von Cundinamarca), die ich 
von meiner Reise zurückgebracht habe; Thomas Young’s Entdeckung 
der ägyptischen Zahlzeichen, die (wie wir jetzt wissen) nicht alle durch 
Nebeneinanderstellung (juxtaposition) das Vielfache derGruppen aus- 


*%) Ueber die Meinung, dafs die Zahlzeichen der Muyscas (zugleich Hierogiyphen der Mond- 
tage des zunehmenden Alters des Mondes) mit dem sich nach den verschiedenen Phasen allmälig 
entwickelnden Mondgesichte zusammenhängen, siehe Humboldt, Vues des Cord. et Monumens 
des peuples indigenes de I’ Amerigque T. II. pag. 237 — 243. Pl. XLIV. 
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drücken; die so wenig beachtete arabische Gobar (Staub)- Schrift, welche 
Sılvestre de Sacy in einem Pariser Manuscript auffand; die Verglei- 
chung, welche ıch zwischen dieser Bezeichnungsart und den mexicani- 
schen und chinesischen Zahlzeichen anstellte; die durch viele inIndien 
erschienene Sprachlehren erlangte Gewifsheit, dafs diesseits und jen- 
seits des Ganges nicht blofs ganz verschieden gestaltete Ziffern und Buch- 
staben- Zahlen, sondern auch ganz verschiedene Zahlen-Systeme, mit 
und ohne Stellenwerth, herrschen; endlich eine ganz unbekannte indi- 
sche Methode, die ein Scholion des griechischen Mönchs Neophytos 
darbıetet, lieferten mir eine Reihe von Materialien, welche einiges Licht 
auf unser sogenanntes arabisches Zahlen-System werfen können. Ich 
habe zuerst ım Jahre 1519 in einer Abhandlung, weiche ich zu Paris 
in den Sitzungen der Academie des inscriptions et belles-lettres gelesen, 
zu zeigen gesucht, wie bei Völkern, welche die rohe Methode der Juxta- 
position dadurch abkürzen, dafs sie (nach Art der Mexikaner, in den 
Laigaturen von 4 mal i3 oder 52 Jahren, der Chinesen, Japanesen und 
Tamulen) Exponenten oder Indicatoren über die Zahlenzeichen schreiben, 
aus diesen Indicatoren, durch Suppression der senkrecht oder horizontal 
gereiheten Gruppenzeichen, das herrliche indische System des Stellenwer- 
thes entstehen konnte. Die Verbreitung dieses Systems mufste durch den 
uralten Gebrauch der Erinnerungs- und Zahlschnüre, welche theils lose, als 
guippos der Tataren, Chinesen, Aegypter, Peruaner*) und Mexi- 
kaner, zu christlichen Paternostern oder Ritual- Rechenmaschinen *”) um- 
geformt wurden, theils in feste Rahmen gespannt, den Suaenpan von ganz 
Inner- Asıen, den ebecus der Römer und Tusker***) und die Werkzeuge 
der palpabeln Arithmetik slavıscher Stämme’) bilden, ansehnlich begün- 
stigt werden. Diese Schnur- und Drathreihen des einfachsten asiatischen 
Suanpan repräsentiren höhere und niedere Gruppen eines Zahlen - Systems, 
gleichviel ob Zeliner, Hunderte und Tausende, oder in 60theiliger Abthei- 
lung: Grade, Minuten, Secunden. Der Geist der Methode ist derselbe. 


*) Ueber die guippos zur Abzählung der Sünden im Beichtstuhle s. Acosta Hist. natural 
de las Indias, lib.6. cap. 8. El Inca Garcilaso, lib.6. cap.9. Freret Mem, de V’acad. 
T.6. 609. 

*) Klaproth Asiat. Mag. Th, II. $S. 78. 

**) Otfried Müller, Etrusker, T. II. p. 318. 


f) Im Russischen heifst der Rosenkranz tschotki; das Rechenbrett mit Schnüren (der Suan- 
pan der Tataren) tschotü. 
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Die Perlen auf jeder Schnurreihe sind wieder die Indicatoren der Grup- 
pen, und eine leere Schnur deutet auf Null, also auf das leere Sunya 
(sanscr.) sifr oder eigentlich sifron sihron (arabisch, nach Meninski: 
prorsus vacuum). Ich kann nicht historisch entwickeln, dafs der Ur- 
sprung des indischen Stellenwerthes von 9 Ziffern wirklich der sei, wel- 
chen ich angegeben; aber ich glaube einen Weg gefunden zu haben, auf 
welchem allmälıg die Entdeckung gemacht werden konnte. Auf die 
Einsicht solcher Möglichkeiten führt ja überhaupt nur die dunkle und 
eben darum so anziehende Geschichte der alterthümlichen Entwickelung 
geistiger Kräfte und Bildung des Menschen - Geschlechts. 

Von jener in der Academie des inseriptions gelesenen Abhandlung 
ist nur ein kurzer Auszug gedruckt worden, und an einem Orte *), wo 
man ihn schwerlich sucht. Das Manuscript selbst ıst in Herrn Cham- 
pollion’s Händen, der es mit weit wichtigeren, von ihm in Turin ent- 
deckten Thatsachen über die verschiedenen Methoden der ägyptischen 
Zaahlzeichen, bekannt machen wollte. Ich habe seitdem von Zeit zu Zeit 
fortgefahren, meine erste Arbeit zu vervollständigen; aber da ich nicht 
hoffen darf, Mufse genug zu finden, sie ın ihrer ganzen Ausdehnung her- 
auszugeben, so werde ich in dieser Abhandlung mehrere der Haupt-Re- 
sultate zusammendrängen. Bei der neuen und glücklichen Richtung, 
welche das Studium der Sprachen und Monumente genommen, bei dem 
wachsenden Verkehr mit den süd- und ost-asiatischen Völkern, ist es 
wohl nicht ohne einigen Nutzen, Probleme zur Sprache zu bringen, welche 
mit dem Gange des menschlichen Geistes, und (durch die letzten Ver- 
zweigungen der Zahlen-Hieroglyphik und einfacher graphischer Metho- 
den) mit den glänzendsten Fortschritten der Mathematik in so enger Ver- 
bindung stehen. „Der Gedanke, alle Quantitäten durch neun Zeichen 
auszudrücken, indem man ihnen zugleich einen absoluten und einen Stel- 
lungswerth giebt, sagt einer der gröfsten Geometer unserer Zeit und 
aller Zeiten, der Verfasser der Mecanigue celeste **), ist so einfach, dafs 


*) Gay Lussac et Arago, Annales de chimie et de physique T. XII. p. 03. in der mo- 
natlichen Anzeige der Verhandlungen des Instituts, Humboldt Essais pol. sur la nouv, Espagne 
(2. edit.) T. III. p. 122— 124, 

**) Laplace Expos. du systöme du monde (5. edit.) p. 325. Mit diesem Urtheile contra- 
stirte sonderbar die Behauptung von Delambre in seinem Streite über das Verdienst der alt- 
indischen Arithmetik, wie sie in Bhascara Acharya’s Lilawati enthalten ist (Hist. de Vastro- 
nomie ancienne T,I. p, 543.). Sprache allein führt wohl nicht auf Suppression der Gruppenzeichen. 
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man eben deshalb nicht genugsam erkennt, welche Bewunderung er ver- 
dient. Aber eben diese Einfachheit und die Leichtigkeit, welche die 
Methode dem Calcul zusichert, erheben das arithmetische System der 
Inder zu dem Range der nützlichsten Entdeckungen. Wie schwer es 
war, eine solche Methode aufzuinden, kann man daraus ahnehmen, dafs 
sie dem Genie des Archimedes und Apollonius von Perga, zweier 
der gröfsten Geister des Alterthums, entgangen war.” Die nachfolgen- 
den Bemerkungen werden zeigen, wie ich hoffe, dafs die indische Me- 
ihode allmälıg aus früheren, noch jetzt im östlichen Asien üblichen, ent- 
stehen konnte. 

So wieSprache im Allgemeinen aufSchrift, und Schrift, unter 
gewissen, von Sılvestre de Sacy und meinem Bruder untersuchten Be- 
dingungen, auf die Sprache zurückwirkt, so stehen auch die, bei verschie- 
denen Völkern so verschiedenen Arten zu zählen mit der Zahlen-Hierogly- 
phik in genauer Wechselwirkung. Doch ist von dieser Wechselwirkung 
nicht immer strenge Consequenz zu erwarten. Die Zahlzeichen folgen nicht 
immer denselben Gruppirungen von Einheiten, als die Sprache; in der 
Sprache finden wir nicht immer dieselben Ruhepuncte (dieselben quinären 
Zwischenstufen) als in den Zahlzeichen. Fasset man aber, was Sprache 
(Zahlworte) und numerische Graphik in den entferntesten Erdstrichen 
darbieten, unter einen Blick zusammen, gleichsam als gemeinsames Pro- 
duct der menschlichen Intelligenz, auf quantitative Verhältnisse angewandt, 
so endeckt man in der Zahlenschrift des einen Völkerstammes die 
ısolirt scheinenden Sprachsonderbarkeıten eines anderen Stammes; 
ja, man mufs hinzusetzen, dafs eine gewisse Unbehülflichkeit im nume- 
rischen Gebiete der Sprache und Schrift einen sehr trüglichen Maafsstab 
für den sogenannten Cultur-Zustand der Menschheit giebt. Hier finden 
dieselben verwickelten, unter einander contrastirenden Verhältnisse Statt, 
als bei Völkern, die Buchstabenschrift oder blofs ideographische Zeichen, 
die den üppigsten Reichthum grammatischer Formen, aus dem Innern 
des Wurzellautes sich organisch-entwickelnde Flexionen, oder fast ganz 
Flexions- und Formenlose, wie im ersten Ausbruche erstarrte Sprachen 
(und alles dies in den verschiedensten Gradationen intellectueller Bildung 
und politischer Einrichtungen) besitzen. So fühlt sich das einige Men- 
schengeschlecht durch Wechselwirkung der inneren und äufseren Welt 
(eine Wechselwirkung, deren erste bestimmenden Gründe in dem mythi- 
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schen Dunkel der Vorwelt verhüllt bleiben) in die verschiedensten Richtun- 
gen gestofsen; meist unaufhaltsam, die alte Natur bewahrend, auch wenn 
grofse Welt-Erschütterungen die heterogensten Sprachstämme einander geo- 
graphisch näher bringen; aber Ähnlichkeit der durch die fernsten Erdstriche 
wıederhällenden Anklänge, in grammatischen Sprachformen und graphi- 
schen Versuchen grofse Zahlen auszudrücken, bezeugen die Einheit des 
alten Geschlechts, das Übergewicht dessen, was aus der inneren Intelli- 
genz, aus der gemeinsamen Organisation der Menschheit entspringt. 
Reisende, welche beim Zählen Steinchen und Samenkörner in Hau- 
fen von 5 oder 20 zusammenlegen sahen, behaupten, dafs viele Natio- 
nen nicht über 5 oder 20 zählen *). Eben so könnte man behaupten, 
dafs die Europäer nicht über 10 zählen, da siebenzehn aus 10 und 7 Ein- 
heiten zusammengesetzt ıst. Bei den cultivirtesten Völkern des Abendlan- 
des, z. B. bei Griechen und Römern, deuten bekanntlich die Sprachen 
noch auf jene Haufen- und Gruppen-Bildung hin; daher die Ausdrücke 
psephizein, ponere calculum, caleulum detrahere. Gruppen von Einheiten 
gewähren Ruhepuncte beim Zählen, und die verschiedensten Völker, 
in Folge der gleichen körperlichen Gliederung (4 fünffach getheilter Ex- 
tremitäten) stehen still, entweder bei einer Hand, oder bei beiden, oder 
bei Händen und Füfsen. Nach dieser Verschiedenheit der Ruhepunkte 
bilden sich Gruppen von 5, 10 und 20. Merkwürdig ist es immer, dafs 
im Neuen Continent, wie bei den africanischen Mandingas, den Basken 
und den kymrischen (galischen) Stämmen des Alten Continents, meist 
Gruppen von 20 herrschen **), In der Chibcha-Sprache der Muyscas 
(eines Volkes, das, wie dieJapanesen und Tıbetaner, ein geistliches und 
ein weltliches Oberhaupt hatte und dessen Nordindische Intercalations- 
Methode eines 37sten Monats ich bekannt gemacht habe ***)) heifsen 11, 
12, 13: Fufs eins (guihieha ata); Fufs zwei (yguihieha bose); Fufs 
drei (guihieha mica) von guihieha oder ghieha (Fufs) und den 3 ersten 
Einheiten afa, bozha oder bosa und mica. Das Zahlwort Fufs bedeu- 


*%) Pauw, Recherches philos. sur les Americains. T. II. p.162, (Humboldt Monumens 
americains. T. II. p. 232 — 237.) 

**) Beispiele solcher Zahlgruppen von 20 Einheiten liefern in America: die Muyscas, die 
Otomiten, die Azteken, die Cora-Indianer w =. f. 

*") Monum,. amer. T. II. p. 250—253. Die Muyscas hatten Steine mit Zablzeichen bedeckt, 
die in ihrer Folge den Priestern (xeques) die Intercalation des rituellen Jahres erleichterten, Siehe 
die Abbildung eines solchen Intercalations - Steines a. a. Orte, Tab. XL.IV. 
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tet zehn, weil man den Fufs nennt, wenn schon beide Hände durchge- 
zählt sind. Zwanzig heilst demnach in dem Sprachsysteme der Muys- 
cas: Fufs-zelın oder ein Häuschen (gueia), vielleicht weil man mit 
Maiskörnern statt der Steinchen zählte, und ein Häufchen Mais an das 
Vorraths-Haus, die Mais-Scheuer, erinnert... Aus dem Worte Haus, 
gueta, oder zwanzig (beide Füfse und Hände) entstehen nun 30, 40, 80 
mit den Benennungen: zwanzig plus 10; zweimal zwanzig; vier- 
mal zwanzig; ganz wie die celtischen, in’ die romanischen Sprachen 
übergegangenen Ausdrücke guafre-vingt, und guinze vingt, ja die selte- 
nern six vingt, sept vingt, huit vingt. Deux- und trois vingt sınd im 
Französischen nıcht üblich, da doch ım galischen oder celtischen Dialecte 
der westlichen Bretagne, die ich vor wenigen Jahren durchstrichen bin, 
von ugent zwanzig, daou-ugent zwei-zwanzig oder 40; tri-ugent 
drei-zwanzig oder 60; ja deh ha nao ugent 190 oder zehn über 
neun Zwanziger heıfsen *). 

Von der Analogie der Sprache und der Zahlen-Hieroglyphik 
könnte icb noch andere merkwürdige Beispiele anführen, in der Juxta- 
position, ım Abziehen von Einheiten, indem man sie graphisch der Gruppe 
vorsetzt; in Mittelstufen von 5 zu 15, bei Völkern, die nach Gruppen 
von 10 oder 20 zählen. Beı sehr rohen amerikanischen Stämmen, z.B. 
bei den Guaranis und Lulos, heifsen 6,7 und 8 vier mit zwei, vier 
ınit drei, fünf mit drei. Beı den gebildeteren Muyscas finden wir 
zwanzig (oder Haus) mit zehn für 530, wie die Kymren in Wales 
deg (zehn) or ugain (mit zwanzig), die Franzosen für 70 soixante 
et divx sagen. Summirungen durch Juxtaposition finden wir überall bei 
Etruskern, Römern, Mexikanern und Aegyptern; subtractive oder 
mindernde Sprachformen **) ım Sanscrit bei denIndern: in 19 oder una- 


*%) Davies Celtic Researches 1804. p. 321. Legodinec grammaire celto-bretonne 1807. 
».55. Im celtischen oder kymrischen Dialecte von Wales heifst 5 pump; 10 deg; 20 ugain,; 30 
deg ar ugein (10 und 20); 40 deugain; 60 trigain. (William Owen Dict. of the IVelsh lan- 
guage. Vol. I. p.134.) Nach demselben Systeme der Zwanziger finden wir im Baskischen: bi 2; 
lau 4; amar 10; oguai 0; birroguai 40; lauroguai 80; berroguetamar 50, d.i. 40 und (ata) zehn. 
Larramendi, Arte de la lengua bascongada 1729. p. 38. (Die baskischen und kymrischen Zahl- 
wörter sind in meinen Monum. II. p. 237. nicht vermengt, aber um die Vergleichung zu erleich- 
tern, zusammengestellt: nur steht durch einen Druckfehler les premiers statt les deux oder les uns 
et les autıes.) 

**) Ilerr Bopp führt selbst 95 oder ein um 5 vermindertes Hundert an, pantschonam satam 
(aus pantscha 5 und una weniger zusammengezogen.) 
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vinsati; 99 unusata; bei den Römern in undeviginti für 19 (unus de 
viginti). undeoetoginta für 79, duo de guadraginta für 38; bei den Grie- 
chen eikosi deonta henos 19 und pentekonta düoin deontoin 48, d. ı. feh- 
lend 2 an 50. Dieselbe minorative Sprachform ist in die numerische 
Graphik übergegangen, wenn den Gruppenzeichen 5, 10, ja selbst ihren 
Vielfachen, z. B. 50 oder 100, Charactere zur Linken gesetzt werden. 
(IV und IA, XL und XT für 4 und 40 bei Römern und Tuskern ‘), 
obgleich bei den letzteren, nach Otiried Müller’s neuen Untersuchun- 
gen, die Ziffern wahrscheinlich ganz von dem Alphabet herstammen.) 
In seltenen römischen Inschriften, dieMarini gesammilet ""), finden sıch 
sogar 4 Einheiten vor 10, z. B. IHIX für 6. Wır werden bald sehen, 
dafs es graphische Methoden bei indischen Völkerstämmen giebt, in wel- 
chen der Stellenwerth, welcher bei Tuskern und Römern nur addı- 
tiv oder subtractiv ist, nach Maafsgabe der Stellung oder Richtung 
der Zeichen, auf Addition und Multiplication hindeutet. In diesen 
indischen Systemen ist (um mich römischer Ziffern zu bedienen) IX 
zwanzig, und XII zwölf. 

In einer grofsen Zahl von Sprachen werden die Normal-Gruppen 5, 
10, 20 eine Hand, zwei Hände, und Hand und Fufs (bei den Gua- 
ranıs mbombiche) genannt. Hat man an beiden Extremitäten die Finger 
abgezählt, so erscheint der ganze Mensch als ein Symbol von 20; daher 
heifst in der Sprache der Yaruros (von denen ich volkreiche Missions- 
Dörfer am Apure-Flusse, der sich in den ÖOrinoco einmündet, gefunden) 
40 zwei Menschen, noeni pume von noeni zwei und pume Mensch. 
Im Persischen drückt bekanntlich pentscha die Faust, pendj fünf aus, 
herstammend von dem Sanscrit- Worte pantscha. „Letzteres hat (nach 
Hrn. Bopp’s scharfsinniger Bemerkung) auf das römische guingue geführt, 
wie das indische Zschatur auf guatuor. Der Plural von fschatur (4.) ist 
tschatvaras, und steht dem Dorisch - Aeolischen Zetfares sehr nahe. Das 
indische ch, wie im Englischen ausgesprochen, also ?sch, wird nemlich ım 
Griechischen ein ?; daher sich Zschatvaras in tatvaras, wie pantscha (5) 
in panta (das griechische penrte, äolisch permpe, davon pempazein an den 
Fingern oder Fünfen zählen) umwandelt. Im Lateinischen entspricht 
dagegen gu dem indischen ch oder vielmehr sch; daher tschatur und 


*%) Otfried Müller, Etrusker, II. p. 317 — 3%. 
**) Iscrizioni della Villa di Albano, p. 195. Hervas Aritmetica delle nazioni 1786. p. 11. 16. 
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pantscha in guatuor und guingue übergehen. Pantscha selbst heifst im 
Sancrit nie Hand, sondern bedeutet einzig die Zahl 5. Doch ist pantscha- 
sakha ein beschreibender Ausdruck für Hand, als eines fünfästigen 
Organs 

Wie nun in der Sprache und, mit besonderer Nairvität, in den 
sidamerikanischen Sprachen, die Gruppen von 5, 10, 20, gleichsam als 
Ruhepuncte bezeichnet sind, so erkennen wir dieselben Gruppen in der 
Zahlen-Hieroglyphik. Die Römer und Tusker haben einfache Ziffern **) 
tür 5, 50, 500. Das quinare System hat sich neben dem denaren 
erhalten. im Aztekıschen (Mexikanıschen) finden wir nicht 
blos Gruppenzeichen für 20 eine Fahne; für das Quadrat von 20 oder 
400 eine Feder mit Goldkörnern gefüllt, die ın einigen mexikanischen 
Provinzen als Münze dienten; für den Cubus von 20 oder S000 ein Säck- 
chen, ziguipilli, mit 8000 Cacao-Bohnen, ebenfalls zum Tauschhandel 
bestimmt; sondern auch (da die Fahne in 4 Fächer getheilt und halb 
oder zu 2 colorirt ist) Zahlzeichen für halb-zwanzig oder 10, und für 


3 zwanzig oder 15, gleichsam 2 Hände und 1 Fufs”*"). Den denkwür- 
digsten von allen Beweisen der Wechselwirkung zwischen Graphik und 
Sprache bietet aber Indien dar. Der Stellenwerth der Einheiten ist 
im Sanscrit selbst in die Rede eingedrungen. Die Indier haben nemlich 
eine gewisse bildliche Methode, Zahlen durch die Namen von Gegen- 
ständen auszudrücken, deren eine bestimmte Zuhl bekannt ist. Surya 
(Sonne), zum Beispiel, bedeutet 12; denn ın indischen Mytlıen werden 
12? Sonnen nach der Reihe der Monate angenommen, Die auch in den 
Mondhäusern oder naktschatras vorkommenden beiden Aswinas (Castor 
und Pollux) drücken die Zahl 2 aus; Zlanu bedeutet 14, nach den Menus 
der Mythologie. Aus diesen vorläuligen Andeutungen erheilet nun, wie Su- 
rymanu, die Zusammenstellung der Symbole von i2 und 14, die Jahrs- 
zahl 1214 bezeichnet. Diese Thatsache verdanke ıch der gütigen Mit- 
theilung des gelehrten Colebrooke. Wahrscheinlich heifst, nach dem- 
selben Prinzip, 1412 Manusurya und 2i4 Aswinimanu. Im Sanscrit ist 


*%) Ueber die Sanscrit -Zahlwörter in Vergleichung mit griechischen, lateinischen und gothi- 
schen Zahlwörtern hat mir Herr Prof. Bopp, in Paris, im Jahre 1820, einen interessanten hand- 
schriftlichen Aufsatz mitgetheilt, der ursprünglich bestimmt war, in meinem Werke: Ueber die 
Zahlzeichen der Völker” zu erscheinen, 

**) Für das tuskische Zeichen von 500 s. Otfried Müller, Abth. IV. Fig. 2. 

**) Humboldt, Monum. amer. I. p. 309. 
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übrigens die Numeration so vollkommen, dafs man sogar ein einfaches 
Wort, kotz, für 10 Millionen findet, wie die peruanische gyuichua - Sprache, 
die nicht nach Gruppen von 20 zählt, ein einfaches: Wort für eine Mil- 
lion (hunu) kennt. 

Rechnen wir nach Zehnern nur deshalb, wie Ovid sagt, guia tot 
digiti, per quos numerare solemus, so würde der Mensch bei 6fach ge- 
theilten Extremitäten zu einer duodenaren Scale, zu Gruppen von 1, 
gelangt sein *), die den grolsen Vorzug von bruchlosen Theilungen durch 
2,3, 4 und 6 gewährt, und der sich die Chinesen seit den frühe- 
sten Zeiten bei ıhren Maalsen und Gewichten bedienen, 

Von diesen Betrachtungen über den Verkehr zwischen Sprache 
und Schrift, zwischen Zahlwörtern und Zahlzeichen, gehen wir 
nun zu den letzteren selbst über. ich wiederhole es, dafs in diesem Aus- 
zuge aus meinem groiserer, unvollenleien Werke nicht sowohl von der 
heterogenen Gestaltung einzeiner Elemente (Ziffern), als von dem 
Geist der Methoden die Rede sein wird, welche die verschiedenen 
Nationen im Ausdruck numerischer Gröfsen angewandt haben. Der Ge- 
stalt und Form der Ziffern erwähne ich hier nur, wenn sie auf die 
Schlüsse über Identität und Heterogeneität der Meihoden einwirken. Die 
Art zu procediren, um die reinen und gemischten multiplz der de- 
naren Fundamental-Gruppen 2 (z.B. oder 4n--7, 
5) auszudrücken, ist nemlich sehr vielfältig, und geschieht bald 
durch Reihung (Stellenwerth, p0s2:702), wıe bei verschiedenen indischen 
Völkern; bald durch rohe Juxtaposition, wie bei den Tuskern, Rö- 
mern, Mexicanern und Aegyptern; bald durch nebenstehende 
Coefficienten, wie bei deu Tamu!sprechenden Bewohnern der südlichen, 
indischen Halbinsel; baid durch gewisse, über den Gruppenzeichen stehende 
Exponenten oder Indicatoren, wie bei den Chinesen, Japanesen und 
den Myriaden der Griechen; bald in der inversen Methode, durch eine 
Zahl von Nullen oder Puncien, welche neun Ziffern oben angehängt 
werden, um den relativen oder Stellenwerih jeder Ziffer zu bezeichnen, 
gleichsam Gruppenzeichen, weiche über die Einheiten gesetzt werden, 
wie in der arabischen Gobarschrift und in einem, vom Mönch Neophy- 
tos erläuterten indischen Zahiea -Systeme. Die eben genannten 5 Metho- 


%) Debrosses II, 158. 
Grelle’s Journal. IV. Bd. 3. Tift. IS 
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den sind von der Gestaltung der Ziifern ganz unabhängig, und um 
diese Unabhängigkeit noch besser zu bewähren, habe ich es mir in die- 
ser Abhandlung zum Gesetz gemacht, keine anderen Zeichen, als die ge- 
wöhnlichsten arıthmetischen und algebraischen zu gebrauchen. Die Auf- 
merksamkeit wird auf diese Weise mehr auf das Weseutliche, auf den 
Geist der Methode, gerichtet. Ich habe schon bei einem anderen, sehr 
heterogenen Gegenstande, in Beziehung der regelmälsigen Aufeinander- 
Lagerung, oft periodischen Reihung der Gebirgsarten (in dem Anhange 
zu dem Essai geognostigue sur le Gisement des Roches *) zu zeigen ge- 
sucht, wie durch pasigraphische Notationen die Verallgemeinerung 
der Begrilfe gewinnen kann. Man unterdrückt die, ihrer Natur nach 
allerdings sehr richtigen Nebenbetrachtungen individueller Form und Mi- 
schung, um eine Erscheinung, die man vorzugsweise verfolgen will, in 
ein desto reineres Lucht zu setzen; ein Vortheil, der die frostige Nüch- 
ternheit solcher Abstractionen einigermafsen rechtfertigen kann. 

Man ıst gewohnt, in den graphischen Methoden der Völker zu un- 
terscheiden: Zeichen, welche von der Buchstabenschrift unabhän- 
giz sind, und Buchstaben, welche durch eine bestimmte Reihung, durch 
gewisse beigefügte Striche und Puncte oder (in Beziehung auf die Sprache) 
durch Initialen der Zahlwörter **) den numerischen Werth angeben, 
Es ıst bekanntlich keinem Zweifel unterwofen, dafs die hellenischen, 
die semitischen oder aramäischen Stämme (unter letzteren die Araber 
selbst, bis ın das Ste Jahrhundert ***) nach der Hegira, ehe sie durch 
die Perser die Ziffern erhielten) in der Epoche ihrer gereiften Cultur, 
dieselben Zeichen als Buchstaben und Ziffern benutzten. Auf der anderen 
Seite sehen wir im neuen Continent wenigstens zwei Völker, die Azte- 
ken und Muyscas, welche Zahlzeichen und keine Buchstaben- 


*), Ed. de 1823, p. 364 — 375. 

**+) Die arabischen Diwani - Ziffern, aus blofsen Monogrammen oder Abbreviatiorien von Zahl- 
wörtern zusammengeseizt, geben das verwickelteste Beispiel soicher Initial-Schrift. Ob die 
uskischen und römischen C und M der tuskischen und römischen Sprache entlehnte Initialen sind, 
ist zweifelhafter, als man gewöhnlich glaubt. (Leslie Philos. of Arith. p. 7—9.R1l. Debros- 
ses T. 4. p-436. Hervas p. 32.35. Otfr. Müller, Etrusker, p. 304. 318.) Das griechische 
rechtwiuklige Kreuz, ganz dem chinesischen Zeichen von 10 ähnlich, bedeutet auf den ältesten In- 
schriften tausend (Boeckh, Corp. inseript. graec. vol. I. p. 23.) und ist nichts anderes, als 
die vralte Form des Chi (Nouveau traitd de Diplom. par deus Religieux de St. Maur. Vol.1. 
678.) 


**) Silvestre de Sary. Gramm. arabe, 1810. T. I. p. 74. note 6, 
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schrift hatten. Bei den Aegyptern scheinen die am meisten ze- 
brauchten numerischen Hieroglyphen für Eirheiten, Zehner, Hunderte 
und Tausende auch nicht mit den phonetischen Hıerog!yphen zusammen- 
zuhängen. Ganz unabhängig vom Alphabet ist auch die altpersische 
Pehlwı-Zahlenschrift in den ersten 9 Einheiten, wıe bei den Tus- 
kern und den ältesten Griechen und den Römern. Angwetil 

bemerkt schon, dafs das Zend-Alphabet, welches mit seinen +8 Ble- 
menten die Zahlbezeichnung hätte erleichtern können, nicht als Zi!fern 
gebraucht werde, und dafs in den Zendbüchern die Zahlen immer zu- 
gleich in Pehlwi-Ziffern und in Zendwörtern ausgedrückt sind. Sollte 
sich ein solcher Mangel von Zend-Zahlen durch künftige Untersuchun- 
gen bestätigen, so würde derselbe, bei der innigen Verwandtschaft der 
Zendsprache mit dem Sanscrit, zu der Meinung führen, das Zend-Volk 
habe sich von den Indern getrennt, als diese noch nıcht denStellenwerth 
der Ziffern kannten. Ueber 9 hinaus sind ım Pehlwi die Gruppen- 
Zeichen 10, 100 und 1000 aus Buchstaben zusammengesetzt. Dal ist 10, 
re mit za verschlungen 100; re mit ghain verschlungen 1000. Wenn 
man von der ganzen Masse der Zahlzeichen des Menschengeschlechts das 
Wenige betrachtet, was wir bisher kennen gelernt, so findet man, dafs 
die Eintheilung in Buchstabenzahlen und eigentlich sogenannte Zi f- 
fern eben so unsicher und unfruchtbar ıst, als dıe von ächten Sprach- 
kennern längst aufgegebene Eintheilung in ein- und mehrsylbige Spra- 
chen. Wer kann mit Sicherheit entscheiden, ob die Tamul-Ziffern in 
Süud-Indien, die keinen Stellenwerth kennen, und, bıs auf die Ziffer 2, 
ganz von den in denSanscrit-Handschriften gebräuchlichen abweichen, 
nicht von der alphabetischen Tamulschrift selbst abzuleiten sınd, da man 
ın derselben zwar nicht das Gruppenzeichen für 100, aber wohl das Grup- 
penzeichen 10 (im Buchstaben ya), und die 2 (im Buchstaben u) zu er- 
kennen glaubt? Die Telugu-Ziffern **) mit Stellenwerth, ebenfalls im 
südlichen Theile der indischen Halbinsel gebräuchlich, weichen in 1, 5 un. 
9 sonderbar von allen uns bekannten indischen Ziffern ab, da sie hingegen 


*) Mem. de l’ Acad. des belles lettres T. 31. p. 357. 

*) Campbell, Grammar of the Teloogoo- Language (Madras) 1816. p. 4. 208. Teloogoo 
ist die fälschlich genannte Gentoo -Sprache, von den Eingebornen Trilinga oder Telenga genannt. 
Man vergleiche die Ziffertafel von Campbell mit anderen Varietäten indischer Ziffern in Wahl's 
allgem. Geschichte der morgenländ. Sprachen 1784. Tab, 1. 
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in 2, 3, 4 und 6 mit denselben übereinstimmen. Das Bedürfnifs, Zahlen 
graphisch zu bezeichnen, ıst wohl am frühesten gefühlt worden, und nu- 
merische Zeichen gehören zu den ältesten aller Schriftzeichen. Die 
Werkzeuge der palpablen Arithmetik, wie sie Herr Leslie in seinem 
geistreichen Werke: Zhe Philosophy of Artihmetic (1817) der figurati- 
ven oder graphischen entgegensetzt, sind beide menschlichen Hände, 
Häufchen von Steinen (celeuli, psephoi), Samenkörner, lose Schnüre 
mit Knoten (Rechenschnüre, tatarısche und peruanische guippos), einge- 
rahmte Suanpan und Abacus-Tafeln, die slavische Rechenmaschine 
mit aufgezogenen Kugeln oder Samenkörnern. Alle diese Werkzeuge lie- 
ferten dem Auge die ersten graphischen Bezeichnungen von Gruppen 
verschiedener Abstufung. Eine Hand oder eine Schnur mit Knoten oder 
verschiebbaren Kureln bezeichnet die Einheiten bis 5 oder 10 oder 20. 
Vie oft durch Schliefsung der einzelnen Finger eine Hand durchgezählt 
ist, (pempazesthai) gebt die andere Hand an, auf der dann jeder Finger, 
d. 1. jede Einheit, eine Gruppe von Fünf ausdrückt. Eben so verhalten 
sich zwei lose Knotenschnüre gegen einander, und zu Gruppen ?ter, 3ter 
und 4ter Ordnung übergehend, stehen in demselben auf- und absteigenden 
Gruppen- Verhältnifs die aufgespannten, mit Kugeln bezogenen Rechen- 
schnüre, der alt-asiatische Suanpan, der zu den abendländischen Voöl- 
kern als abax oder tabula logistiea früh (vielleicht durch Aegypter 
zur Zeit des Pythagoreischen Bundes) übergegangen ist. Die Koua’s, 
welche älter als die jetzige chinesische Schrift sind, ja die notenartigen, 
knotigen, oft gebrochenen Parallellinien der Zauberbücher (ram?) von In- 
ner-Äsıen undMexiko scheinen nur graphische Projectionen von diesen 
Rechen- und Denkschnüren '). Im asiatischen Suanpan oderim Abacus, 


dessen die Römer sıch beı ıhren unbehülflichen Zahlzeichen weıt mehr 


bedienten, als die in der Zahlen-Graphik glücklicher forigeschrittenen 


*%) Im Orient wird raml die negromantische Kunst des Sandes genannt. Ganze oder ge- 
rochene Linien und Puncte, welche die Elemente vorstellen, leiten den Weissager. (Richard- 
son and Wilkins Dietion. Persian and Arabic. 1806. T. I. p. 482.) Als ein solcher orienta- 
ischer Ram]! ist das merkwürdige, ächt mexikanische, wie mit Musik - Noten bedeckte Manuscript, 
las zu Dresden aufbewalırt wird, und welches ich in meinen MMonum. americ, pl. 44. abgebildet, 
on einem gelehrten Perser, der mich in Paris besuchte, auf den ersten Blick erkannt worden. 
zanz ähnliche, ächt amerikanische Koua und notenförmige Linear - Zeichnungen habe ich seitdem 
n mehreren aztekischen hierog!yphischen Handschriften und in den Sculpturen des Palenque, im 
staat von Guatimala entdeckt. Im alten Styl der chinesischen Zahlenschriften ist das Gruppen- 
eichen für 10, eine Perle auf einer Schnur, offenbar (projectionsartig) vom guippu hergenommen, 


A 
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Griechen‘), erhielten sich, neben den denaren Reihen, die in geome- 
trischer Progression auf- und absteigen, auch quinare Reihen. Zur Seite 
jeder Zahlenschnur der Gruppen oder Ordnungen z, 2°, n? stand eine klei- 
nere Schnur, welche je fünf Kugeln der größeren durch eine einzige 
bezeichnete. Mittelst dieser Einrichtung ward die Zahl der Einheiten so 
vermindert, dafs die Haupischnur nur 4, die Nebenschnüre nur 1 Kugel 
bedurfte “*). Die Chinesen scheinen, von den frühesten Zeiten an, will- 
kürlich irgend eine der aufeinander folgenden parallelen Schnüre, als die 
Schnur der Einheiten betrachtet zu haben, so dafs sie, auf- und 
abwärts, Decimalbrüche und ganze Zahlen und Potenzen von 10 erhiel- 
ten. Wie spät ***) (im Anfange des ißten Jahrhunderts?) ist in die 
Abendländer die Kenntnifs der Decimal-Brüche gekommen, zu welcher 
die palpable Arithmetik im Orient längst geführt hatte! Bei den Grie- 
chen war, jenseit der Einheit, die aufsteigende Scale nur im Sexage- 
sımal-System, bei Graden, Minuten und Secunden bekannt; aber da 
man nicht 2—1, das heifst, 59 Zeichen hatte, ward der Stellenwerth 
nur ın zweigliedrigen Schichten beobachtet. 


Wenden wir unsern Blick auf den Ursprung der Zahlen, so finden 
wir, dafs in aufgehäuften Steinchen, oder auf den mit Kugeln bedeckten 
Schnüren der Rechenbretter, Zahlen mit großer Regelmäfsigkeit transı- 
torisch geschrieben und gelesen wurden. Die Eindrücke, welche diese 
Operationen hinterliefsen, haben überall auf die früheste Zahlen-Gra- 
phik eingewirkt. In den historischen, rituellen und uegromantischen 
Hieroglyphen der Mexikaner, die ich bekannt gemacht, werden die 
Einheiten bis 19 (das erste einfache Gruppenzeichen isi 20) als grofse 
runde farbige Körner nebeneinander gestellt, und, was sehr merkwürdig 
ist, die Rechnung geht von der Rechten zur Linken, wie die semitische 
Schrift. Man bemerkt diese Folge deutlichst bei 12, 15, 17, wo die erste 
Reihe 10 enthält, und die zweite nicht ganz ausgefüllt ist. In den älte- 


*) Nicomachus in Ast, Theologumena arithm. 1817. p.96. In dem Finanz - Wesen des 
Mittelalters wurde der Rechentisch (abax) zum exchequer. 

*) So im Römischen abacus; im Chinesischen gebrauchte man 5 und 2 Kugeln. Die nicht 
zählenden Kugeln wurden dann zur Seite geschoben. 

***) Ueber die ersten Versuche der Decimal-Bezeichnung von Michael Stifelius aus Es- 
lingen, Stevinus aus Brügge und Bombelli aus Bologna s. Leslie Phil. of Arithm. 
p. 134. 
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sten Hellenischen Montmenten, in den Tuskischen Sepulcral- Inschriften, 
bei den Römern und Aegyptern (wie Thomas Young, Jomard 
und Champollion gezeigt haben) sind die Einheiten durch senkrechte 
Linien bezeichnet. Beiden Chinesen und in einigen von Eckhel (T. II. 
410.) beschriebenen ächt phönicischen Münzen sind diese Striche bis # 
horizontal. Die Römer reiheten zuweilen (das quinare Gruppenzeichen 
überspringend,) in Inschriften, bis S Striche als Einheiten aneinander. 
Viele solche Beispiele giebt Marını ın der merkwürdigen Schrift: Mo- 
numenti dei fratelli Arvali *). Die Nagelköpfe zur alten römischen Jah- 
res- Rechnung («nnales antea ın clavis fuerunt, guos ex lege vetusta 
figebat Praetor Maximus, sagt Plin. VI. 40.) hätten auf die mexikani- 
schen Einheitspuncte führen können, welche auch wirklich neben den 
(chinesischen und phönicischen) Horizontal-Linien, in Unter- Abtheilnn- 
gen der Unzen und Fufse, vorkommen "*). Diese Puncte und Striche, 9 
oder !9 an der Zahl, ın der denaren oder Vicesimal-Scale (Hand- oder 
Hand- und Fufs-Scale) des Alten und Neuen Continents sind die rohesten 
aller Bezeichnungen ım Systeme der Juxtaposition. Man zählt dann die 
_ Einheiten mehr als man sie lieset. Das Für sich bestehen, gleichsam 
die Individualität einzelner Gruppen von Einbeiten, als Zeichen, fängt 
erst an, ın den Buchstabenzahlen der semitischen und hellenischen 
Stämme, oder bei den Tıbetanern und indischen Stämmen, die 
durch einzelne ideographische Zeichen 1, 2, 3, 4 ausdrücken. Im alt- 
persischen Pehlwi zeigt sich ein merkwürdiger Uebergang von der ro- 
hen Methode der Juxtaposıtion von Binheitszeichen, zur ısolirten Existenz 
zusammengesetzter ıdeographischer Hieroglyphen. Der Ursprung der er- 
sten 9 Ziffern durch Zahl der Einschnitte oder Zähne, liegen hier vor 
Augen; 5 bis 9 sind sogar blofse. Verschlingungen der Zeichen 2, 3 und 
4, ohne Wiederkehren des Zeichens von 1. in den ächt-indischen Sy- 
stemen der Devanagarı, persischen und arabisch -europäischen Ziffern, 
sind nur in ? und 3, Contractionen ***) von ? und 3 Einheiten zu er- 
kennen, gewifs nicht in den höheren Ziffern, welche in der indischen 
Halbinsel auf die sonderbarste Weise vor einander abweichen. 


*% T.I.p.31. T. II. p. 675. z. B. in Octumvir. 

**) NMarini 9.228. 

**+) Abe! Remusat, Langues Tatares p. XAX. Ueber die sonderbaren indischen Ziffern 
in Java s. Crawfurd II. p. 263. 


17, Alex. von Humboldt, über Zahlzeichensysteme. 210 


Indem ich hier und in den folgenden Theilen der Abhandlung der 
indischen Zahlen erwähne, mufs ich mich zuerst über diese Benennung 
und über die alten Vorurtheile, als habe Indien einerlei gestaltete Ziffern 
und keine Buchstaben- Zahlen, als sei in Indien überall Kenntnifs des 
Stellenwerthes und Nicht-Gebrauch von eigenen Gruppen-Zeichen für 
n,n®, .... erklären. So wie, nach der oftmaligen Aeufserung mei- 
nes Bruders, Wılh. von Humboldt, das Sanskrit sehr unbestimmt 
durch die Benennungen „indische und alt-indische Sprache” bezeich- 
net wird, da es in der Indischen Halbinsel mehrere sehr alte, vom Sanskrit 
gar nicht abstammende Sprachen giebt: so ıst auch der Ausdruck „ın- 
dische, alt-indische Ziffern” ım Allgemeinen sehr unbestimmt, und diese 
Unbestimmitheit bezieht sich sowohl auf die Gestaltung der Zahlzeichen 
al; auf den Geist der Methoden, welche man durch Juxtaposition, oder 
durch Coefhcienten, oder durch blofsen Stellenwerth der Haupt- Gruppen 
n, n’ und der Vielfachen derselben 3r .... bezeichnet. Selbst 
die Existenz eines Null-Zeichens ıst, wie das Scholion des Neophytos 
lehrt, in indischen Ziffern noch kein nothwendiges Bedingnifs des Stel- 
lenwerthes. Im südlichen Theile der indischen Halbinsel sind die Ta- 
mul- und Telugu-Sprachen die weitverbreitetsten. Die Tamulsprechen- 
den Inder haben von ihrem Alphabet abweichende Zahlzeichen, von de- 
nen die 2 und die S eine schwache Aehnlichkeit mit den indischen (De- 
vanagarı-) Ziffern von ? und 5 haben *). Noch verschiedener von den 
indischen Ziffern sind die cingalesischen**). In diesen und den Ta- 
mulischen findet man keinen Stellenwerth, kein Nullzeichen, sondern Hie- 
roglyphen für die Gruppen z, n°, n*.... Die Cingalesen operiren 
durch Juxtaposition, die Tamulen durch Coeflicienten. Jenseits des 
Ganges, im Burman-Reiche, sehen wir Stellenwerth und Nullzeichen; 
aber von den arabischen, persischen und Devanagari-indischen Zuffern 
gänzlich abweichende Zeichen ***). Die von den Arabern gebrauchten 
persischen Ziffern weichen alle 9 gänzlich von den Devanagari-Ziffern 7) ab; 


*) Robert Anderson, Audiments of Tamul Grammar. 1821. p. 135. 

**) James Chater, Grammar of the Cingalese language, Colombo 1815. p. 133. 

*+) Carey, Grammar of the Burman language. 1814. p. 196. Blofs die Burmanischen Ziffern 
3, 4 und 7 haben einige Aehnlichkeit mit 2, 5 und 7. 

+) Vergl. John Shakespear, Grammar of the Hindustani language. 1813. p. 9% u. Pl. I. 
William Jones, Grammar of the Persian language. 1809. p.93. Silvestre de Sacy, Gram- 
maire arabe. Pl, VIII. 


220 17. Alex. von Humboldt, über Zahlzeichensysteme. 


7 ist wie eine römische, 8 wie eine tuskische 5 gestaltet. Unter dem, 
was wir heute arabische Ziffern nennen, sind blofs 1, 2, 3 den Devana- 
gari-Zuffern gleicher Bedeutung ähnlich; die devanagarı 4 ist unsere $; 
unsere $ ıst eine devanagari 7; unsere 7 ist eine persische 6. Im Ben- 
gali ist 5 ein halber Mond und 3, 5, 6, 8 und 9 weichen ganz von den 
Devanagarı-Ziffern ab“). Blofs verunstaltete indische Devanagarı - Ziffern 
sind die von Guzerath“*). 

Betrachtungen über den Einflufs der frühesten Zahlzeichen auf das 
Alphabet, über geflissentliche Verunstaltungen der Buchstaben, um sie 
nicht mit Ziffern zu verwechseln, über die verschiedene Reihung der 
Jahlbuchstaben, welche bei demse!ben Volke nicht immer mit dem üb- 
lichen Alphabet übereinstimmt (wie ım aboudjed semitischer Stämme in 
Asien und Afrıka““*), gehören nicht in diese Abhandlung, und ha- 
ben zu vielen grundlosen Hypothesen im Felde der vergleichenden Alpha- 
betik und Hieroglyphiık Anlafs gegeben. Ich habe selbst ehemals die 
Vermuthung zeäufsert, dafs dıe indischen Zahlen, trotz der Form von ? 
und 3, Buchstaben eines alten Alphabets sind, dessen Abglanz sich noch 
in den phönıicischen, samaritanıschen, palmyrischen und ägyptischen 
(Mumien-)Schriltzügen, ja an den alt-persischen Monumenten von Nak- 
schi-Rustan 7) findet. Wie viele Lettern sehen nicht in diesen Al- 
nhabeten den ausschliefslich sogenannten indischen Ziffern ähnlich. Ein 
phönicischer Ursprung der sogenannten indischen Zahlen ist schon von 
anderen Gelehrten behauptet worden 'j";), und der scharfsinnige Eckhel 
machte schon darauf aufmerksam, dafs die Zahien - Aennlichkeit phönici- 
scher Buchstaben so auffallend sei, dafs das Wort Abdera durch 19990 
und 15550 bezeichnet werde 'j"7). Aber über diesen Ursprung der Zif- 
fern und Buchstaben herrscht ein Dunkel, weiches beı den vorhandenen 


*) Graves Chamney Ü aughton, Aud. of Bengali Grammar. 1821. p. 133. 

«) Robert Drummoni, Jllustrations of the Grammat. Parts of the Guzerath and 
Mahratt-language. 1808. p. 25. 

Silvestre de Sacy T.I. p. 10 
+) Silvestre de Sacy, Antiquites da la Perse. Pl, I. n. 1. Vergl. die Zahlen -Inschriften 
am Sınai in Deser. de ÜEsypte. Vol. 5. PL57. 

Y) Guyot de la Marne in Mim, de Trevoux 1736. p. 160. 1740. Mars p. 260. Jahn 

Bibl. Archaeolog. B.I. p. 479. Bütiner vergl. Tafeln 1779. St. 2. p. 13. Eichhorn Einleit. 
in das alte Testament: B. I. p. 197. Wahl, Gesch. der morgenl. Litt. p« 601. 630. Fundgruben 
des Orients B. 3. p. 97. 


+.) Doctrina nummorum veterum. 1794, T. III. p. 396 — 404, 421, 494. 


un. 
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Materialien eine gründliche philologische Untersuchung unmöglich maclıt, 
wenn man sie nicht auf negative Resultate beschränken will. 

So wie oft dieselben Völker zugleich mit Buchstaben- Zahlen und 
ideographischen oder willkürlich gewählten Zahlzeichen rechnen, so fin- 
den sich auch in einem und demselben Zahlen-System, in Hinsicht auf 
den Ausdruck der multipla der Fundamental-Gruppe, die verschieden- 
artigsten Methoden, ja was in einem System gleichsam nur angedeutet 
ist, zeigt sich im andern vollständig entwickelt. Eben so präludiren, 
in den Sprachen, bei einer Nation grammatische Formen, welche eine 
andere mit besonderer Vorliebe und allem Aufwande intellectueller Kraft 
ausgebildet hat, Beschreibt man die Zahlensysteme einzeln, wie sie je- 
des Volk anwendet, so verdunkeln sich die Aehnlichkeiten der Methoden; 
man verliert die Spur, auf welcher der menschliche Geist zu dem Mei- 
sterwerke der indischen Arithmetik gelangt ist, in der jedes Zeichen ei- 
nen absoluten und relativen Werth hat, in der sie in geometrischer Pro- 
gression von der Rechten zur Linken wachsen. Ich verlasse daher ın den 
folgenden Sätzen die ethnographische Folge und betrachte blofs die verschie- 
denen Mittel, welche angewandt wurden, um dieselben Gruppen von Ein- 
heiten (gemischte oder ungemischte Gruppen) graphisch a'ıszudrücken. 

Erste Methode. Juxtaposıtion; blofs addıtiv bei Buchstaben- 
zahlen und eigentlichen Ziffern. So Tusker, Römer, Griechen, bis 
zu der Myriade, semitische Stämme, Mexikaner und der gröfsere 
Theil der Pehlwi-Ziffern. Diese Methode macht besonders das Rechnen 
beschwerlich, wenn die multipla der Gruppen (I, 3n, In? ....) nıcht 
eigene Zeichen haben. Bei den Tuskern und Römern ist Wiederho- 
lung von den Zeichen 10 bis 50, bei den Mexikanern, wo das erste 
Gruppenzeichen 20 (eine Fahne) ist, findet Wiederholung desselben Hiero- 
slyphen bis 400 statt. Dagegen haben die Griechen in den beiden Reihen 
der Zehner und Hunderter, die mit zof« und rho anfangen, Zeichen für 
20, 30, 400 und 600, Drei Episemen (Buchstaben eines veralteten Al- 
phabets) bau, koppa und sampi drücken aus: 6, 90 und 900; die letzte- 
ren beiden schliefsen die Reihen der Zehner und Hunderter, wodurch 
der Zahlenwerth der griechischen Buchstaben dem des semitischen «boud- 
jed’s etwas ähnlicher wird *. Herr Böckh hat in seinen gelehrten Un- 


*) Hervas Arithm. delle nazioni. p. 78. Ueber alte Reihenfolge der Leitern in semilischen 
Alphabeten: Descript. de P’Egypte moderne. T. II. P. II. p. 208. 


Crelle’s Journal. IV. Bd. 3. Hft. 29 
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tersuchnngen über das Digamma gezeigt, dals bau das wau der Semi- 
ten (der Lateiner) ist; koppa war das semitische koph (9) und sampi 
das semitische schin*). Die Reihe der Einheiten von alpha bis theta 
bildet bei den Griechen die Wurzelzahlen (püthmenes), mit welchen 
man durch Kunstgriffe, die Apollonius erfand **), im Rechnen so ope- 
rirte, dafs man sie, im letzten Resultate, auf die correspondirenden Glie- 
der der 2ten und 3ten Reihen (der Analogen) reducirte. 

Zweite Methode. Vervielfachung oder Verminderung 
des Werthes durch darüber oder darunter gesetzte Zeichen. 
In der vierten Reihe der griechischen Notation kehren bekanntlich die 
püthmenes aus Analogie wieder, tausendfach vermehrt, durch Hinzufü- 
gung eines Strichs nach unten. So reichte man bis zur Myriade; man 
schrieb bis 9999. Hätte man die Strich-Notation für alle Gruppen an- 
gewandt, und alle Zeichen nach dem theta (9) unterdrückt, so hätte man 
für ß, mit einem oder ? oder 3 Strichen, Ausdrücke für 20, 200 und 
2000 gehabt, und sich, wie wir bald sehen werden, den wenig bekann- 
ten arabischen Gobar-Zahlen, und mit ihnen den Stellenwerthen genä- 
hert; aber mit einer unglücklichen Ueberspringung der Gruppen von Zeh- 
nern und Hunderten, fing die Strich-Notation erst mit den Tausenden 
an, und ward selbst nicht in höheren Gruppen versucht. 

Wenn ein Strich, der unten zugefügt wird, die Zahl tausendfach 
vermehrt, so bezeichnet dagegen bei den Griechen ein senkrechter 
Strich, oben hinzugefügt, einen Bruch, dessen Zähler die Einheit und dessen 
Nenner die Zahl ist, welche unter dem Strich notirt wird. So ıst ım 
Diophantus 0‘ +, aber die untere Zahl bezeichnet den Zähler, 
wenn dieser gröfser als die Einheit ist, und der Nenner des Bruches wird 
alsdann wie ein Exponent geschrieben, so dafs z.B. In rö- 
mischen Inschriften vermehrt ein Horizontal-Strich, nach oben zuge- 
fügt, die Zahl tausendfach, was als ein Mittel der Abkürzung und Er- 
sparung des Raumes betrachtet werden kann, 


*) Staatshaushaltung der Athener B. Il, p. 385. 

**) Delambre hist. de l’astron, ancienne T. II. p.10. 

**) Delambre T. II. p. 11. Der Strich, der zu den Buchstaben oben hinzugefügt wird, blofs 
um anzuzeigen, dafs sie als Zahlen gebraucht werden, mufs nicht mit dem Fractionszeichen verwech- 
selt werden. Auch ist derselbe in den älteren mathematischen Handschriften eigentlich nie senkrecht, 
sondern horizontal, und daher mit dem Fractionszeichen nie zu verwechseln. (Bast: de usu littera_ 
rum ad numeros indicandos in Gregorii Corinthü liber de dialectis linguae graecae 1811. p. 850.) 


- 
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Wichtiger ist die Methode des Eutocius zum Ausdruck der My- 
riaden. Hier treffen wir bei den Griechen die erste Spur des, für 
den Orient so wichtigen Exponential- oder vielmehr Indications- Systems. 
M“, M”, M’ bezeichnen 10000, 20000, 30000. Was hier bei den My- 
riaden allein angewandt wird, geht bei den Chinesen und den Japa- 
nesen, die ihre Cultur von den Chinesen 200 Jahre vor unserer Zeit- 
rechnung erhielten, durch alle zmultipla der Gruppen durch. Drei Hori- 
zontalstriche unter dem Zeichen von zehn bedeuten 13; aber drei Hori- 
zontalstriche darüber bedeuten 30. Nach dieser Methode wird 3456 also 
geschrieben (ich bediene mich der römischen Zahlen als Gruppenzeichen, 
der indischen als Exponenten): 


M?° 

(* 

X° 

Bei den Aegyptern finden sich dieselben Indicatoren. Auf einen ge- 
krümmten Sirich *), der 1000 andeutet, werden 2 oder 4 Einheiten ge- 
stellt für 2000 und 4000. Bei den Azteken oder Mexikanern habe 
ich für 312 Jahre das Zeichen der Ligatur mit 6 Einheiten als Ex- 
ponent gefunden = 312) und in meinem Werke über Amerika- 
nische Monumente abgebildet. Bei Chinesen, Azteken und Aegyp- 
tern steht überall das Gruppenzeichen unten, als schriebe man gleich- 
sam Ä® für 50; in den arabischen Gobar- Ziffern steht das Gruppenzeichen 
über dem Indicator. ImGobar sind nemlich die Gruppenzeichen Puncte, 
also Nullen, denn in Indien, Tibet und Persien sind ‚Nullen und 
Puncte identisch. Diese Gobar-Zeichen, welche seit dem Jahre 1818 
meine ganze Aufmerksamkeit auf sich gezogen haben, sind von meinem 
Freunde und Lehrer, Herrn Siivestre de Sacy, in einem Manuscript 
aus der Bibliothek der alten Abtey St. Germain du Pre£s entdeckt 
worden. Dieser grofse Orientalist sagt: Le gobar a un grand rapport 
avec le chiffre indien, mais il n’a pas de zero**), Ich glaube, dafs aller- 


*) Kosegarten de Hierogl. Aegypts p. 54. Gatterer’s aus Bianchini ( Decad. I. 
cap. 3. P. 3), ans Goguet (I. p. 226.) und aus Debrosses (I. p. 432.) entlehnte Behauptung, 
dafs Aegypter in senkrechter Richtung den 9 Einheiten Stellenwerth gaben, ist durch neuere Un- 
tersuchungen keinesweges bestätigt worden. Watterer, WVeltgeschichte bis Cyrus, p. 555. 556. 
Gramm. arabe p. 76. und die der Pl. 5. zugefügte Note. 
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dings das Nullzeichen vorhanden sei: es steht aber, wie im Scholion des 
Neophytos, über den Einheiten, nicht daneben; ja es sind gerade die 
Nullzeichen oder Puncte, welche diesen Characteren der sonderbaren Na- 
men gobar oder Staubschrift gegeben. Man ist auf den ersten Blick 
ungewils, ob man einen Übergang zwischen Ziffern und Buchstaben darin 
erkennen soll. Man unterscheidet mit Mühe die indische 3, 4, 5 und 9. 
Dal und Aa sind vielleicht schlecht gestellte indische Ziffern 6 und ?., 
Die Indication durch Puncte ist folgende: 

3 für 30, 

4° für 400, 

6 für 6000. 
Diese Puncte erinnern an eine alt-griechische, aber seltene Bezeichnung *), 
die erst mit der Myriade anfängt: «* für 10000, ß” für 200 Millionen. 
In diesem Systeme geometrischer Progressionen ist ursprünglich ein Punct, 
den man aber nicht anwendet, 100. Bei Diophantus und Pappus 
stehet ein Punct zwischen den Buchstabenzahlen, statt der Inıtiale Mu 
(Myrıade). Eın Punct multiplicirt dann, was zur Linken steht, 10000 mal. 
Man möchte glauben, dafs dunkle Ideen von Bezeichnungen durch Puncte 
und Nullen sich durch Alexandriner aus dem Orient nach Europa ver- 
breitet hatten. Das wirkliche Nullzeichen, und als etwas Fehlendes, 
wendet Ptolemäus ın der abwärts steigenden Sexagesimal-Scale für 
fehlende Grade, Minuten oder Secunden an. Auch in Handschriften des 
Theon, ım Commentar zur Syntaxis des Ptolemäus, willDelambre 
das Nullzeichen gefunden haben **). Es ist daher im Occident weit äl- 


ter, als der Einbruch der Araber. Planudes Schrift über die erith- 
moi ind:kot. 


*) Ducange Palaeogr. p. XII. 


**) Histoire de l’astron. ancienne T. I. p. 547. T. II. p. 10. Die Stelle im Theon ist in 
seinen gedruckten Werken nicht aufzufinden. Delambre ist geneigt, das griechische Nullzeichen 
bald der Abbreviatur von ouden, bald einer besonderen Beziehung zuzuschreiben, in welcher das 
Zahlzeichen omieron mit den Sexagesimal-Brüchen steht. L. c. T II. p. 14, und Journal des sa- 
vanıs. 1817. p.539. Sonderbar, dafs in der alt-indischen Arithmetik der Lilawati die Null neben 
einer Zahl bedeutet, dafs die Zahl abzuziehen ist. Delambre /. p.540. Was bezeichnet der Ling 
(eine wahre Null), welcher in den chinesischen Zahlzeichen unter 12, 13, 22, 132 geschrieben wird ? 


In römischen Inschriften sind Nullen mehrfach wiederholte Obole. (Böckh Staatshaushaltung 
der Athener B. 2. S. 379.) 


. 
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Dritte Methode. Vervielfachung des Werthes durch 
Coefficienten. 

Was wir bei den Chinesen als Indicatoren in der senkrechten 
Schrift gefunden haben, ein Unterschied von X —= 1? und X 20, wird 
in horizontaler Richtung bei Griechen, bei Armeniern und bei den 
Tamui-redenden Bewohnern der südlichen Halb-Insel von Indien wie- 
derholt. Diophantus und Pappus schreiben ßMu für zweimal zehn- 
tausend oder 20000, da «Muß (wenn ß der Initiale der Myriade reclıts 
steht) einmal zehntausend plus zwei, oder 10002 bezeichnet. Dasselbe tın- 
det statt bei den Tamulziffern, gleichsam als wäre 4X —=40 und A4= 14. 
Im alt-persischen Pehlwi, nach Anquetil, und im Armenischen, nach 
Cerbied *) erkennt man links stehende Multiplicatoren, um die Viel- 
fachen von 100 auszudrücken. Hierher gehört auch, der Metliode nach, 
der oben erwähnte Punct des Diophantus, welcher für Mv stehet und 
1000 mal das Vorhergehende erhöht **). 

Vierte Methode. Vervielfältigung und Verminderung, 
aufsteigend und absteigend, durch Abtheilung von Zahl- 
schichten, deren Werth sich in geometrischer Progression 
vermindert. 

Archimedes in den Octaden, Apollonius in den Tetraden, haben 
diese Notation nur in Zahlen über (100900) und in 100 Millionen oder 
einer Myriade von Myriaden gebraucht ***). Hier ıst offenbar Stellen- 
werth derselben Zeichen, die in verschiedenen Schichten aufeinander 
folgen, also ein relativer und absoluter Werth, wie in der absteigenden 
Sexagesimal-Scale der alexandrinischen Astronomen, wenn sıe Grade, 
Minuten, Secunden angeben. Da aber im letzteren Falle (aus Mangel von 
n—1 oder 59 Zeichen) jede Schicht zweiziffrig ıst, so kann der Stellen- 
werth nicht den Vortheil indischer Zahlen gewähren. Wenn die drei- 
hundert sechzigsten Theile eines Kreises als Ganze betrachtet werden, 
so sind Minuten Sechzigstel dieser Ganzen, Secunden Sechzigstel der Mi- 
nuten u.5.f. Als Brüchen gab ihnen Ptolemäus demnach bruch- 
ähnliche Zeichen, den Strich nach oben, und um die absteigende Progres- 


*%) Grammaire Armenienne. 1823. p. 25. 

**) Solche Abtheilungen durch Puncte, welche, auf eine übrigens sehr inconsequente Weise, 
einen Stellenwerth bezeichnen, findet man ebenfalls in drei oft bestrittenen Stellen des Plinius 
(VI. 24. 33. XXX. 3). 

**) Delambre, Hist. de l’astron. ancienne T. I. p. 105. T. II. p. 9. 
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sıon anzudeuten, in welcher jede Schicht von 2 Ziffern 60 mal kleiner 
als die vorhergehende ist, wurden die Bruchstriche von Schicht zu 
Schicht vervielfältigt. Auf diese Weise erhielten die Minuten den ein- 
fachen Strich der gemeinen griechischen Brüche (deren Zähler die Ein- 
heit ıst), die Secunden zwei solcher Striche, die Tertien drei, die Grade 
selbst, als das Ganze, keinen Strich, vielleicht als nichts (ouden) eine 
Null *). Ich sage vielleicht, denn ım Ptolemäus und Theon fehlen 
noch Nullen als Gradzeichen. 

In der einfachen Herzählung der verschiedenen Methoden, welche 
Völker, denen dıe indische Positions- Arithmetik unbekannt war, ange- 
wandt haben, um die multiple der Fundamental- Gruppen auszudrücken, 
liegt, glaube ıch, die Erklärung von der allmälıgen Entstehung des in- 
dischen Systems. Wenn man 3568 perpendiculär und horizontal durch 
Indicatoren schreibt: MCXI ‚ so erkenrt man leicht, dafs die Gruppen- 
zeichen M, C ... weggelassen werden können. Unsere indische Zah- 
len sınd aber nıchts anderes als die Multiplicatoren der verschiedenen 
Gruppen. An diese alleinige Bezeichnung durch Einheiten (Multiplica- 
toren) erinnert ohnedies der Suanpan, mit seinen aufeinanderfolgenden 
Schnüren der Tausende, Hunderte, Zehner und Einheiten. Diese Schnüre 
zeigten in dem gegebenen Falle 3, 5, 6 und S Kugeln. Hier ist kein 
Gruppenzeichen sichtbar. Die Gruppenzeichen sind die Stellen selbst, 
und diese Stellen (Schnüre) sind mit den Einheiten (Multiplicatoren) ge- 
füllt. Auf beiden Wegen der figurativen (schreibenden) und palpablen 
(betastenden) Arıthmetik gelangt man also zur indischen Position. Ist die 
Schnur leer, die Schicht im Schreiben offen, fehlt eine Gruppe (ein Glied 
der Progression,, so wird die Leere graphisch durch den Hieroglyphen 
des Leeren, einen unausgefüllten Kreis: Sunya, sifron, tzüphra**) ausgefüllt. 


— 


*%) Ueber Anwendung des Naullzeichens s. Leslie ». 12.159. Kuithen, Germanen und 
Griechen Hist.%. p.2—33. Ducange Glossar. mediae graecitatis T. II p. 572. Mannerit 
de numerorum quos arabicos vocant origine, Pythagor. p. 17. In der griechischen Arithmetik 
bedeutet JM eine Einheit, monas, wie ein delta mit übergeschriebener Null (eigentlich omieron), 
tetartos; Bast. Gregor. Cor.p.851, So istbeim Diophantus MPxza«=21. Das indische gram- 
matische Zeichen, Aruswara, hat allerdings die Form der indischen Null (Sunya), Es bezeichnet 
aber nur eine Modıfication in der Betonung des nahe stehenden Vocals und ist dem Sunya gänz- 
lıch fremd. 

**) Im Englischen hat sich ey pher für Null erhalten, da in den abendländischen Sprachen, 
welche zero (sifron siron) für Null gebrauchen, Ziffer nur ein Zahlzeichen im Allgemeinen andeun- 


lin Sauscrit heifst nach Wi!sonm Zahl, Quantität: sambhara. 
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Für die successive Vervollkommnung der Zahlenbezeichnung in 
Indien sprechen die Tamul-Ziffern, die durch 9 Zeichen der Einheiten 
und durch Gruppenzeichen für 10, 100 oder 1000 alle Werthe mittelst 
der links zugefügten Multiplicatoren ausdrücken; dafür sprechen endlich 
die sonderbaren arithmoi indikoi im Scholion des Mönchs Neophytos, 
welches in der Pariser Bibliothek (Cod. Reg. fol. 15.) aufbewahrt wird, 
und dessen gütige Mittheilung ich Herrn Prof. Brandis verdanke. Die 
9) Ziffern des Neophytos sind, aufser der 4, ganz den persischen ähn- 
lich. Die Ziffern 1, 2, 3 und 9 finden sich sogar ın ägyptischen Zah- 
len-Inschriften *). Die 9 BSinheiten werden 10fach, 100fach, 1000fach 


erhöht, indem man eine, zwei oder drei Nullen darüber schreibt, gleich- 


sam also: 20, 24 ==: 24, 300, 6000. Denken wir uns statt 
der Nullen Puncte, so haben wır die arabischen Gobar-Ziffern. Ich lasse 
hier das Scholion in einer wörtlichen lateinischen Uebersetzung folgen. 
Der Mönch nennt fälschlich Zzüphron ein indisches Wort. 

Tzyphra est et vocatur id, guod cuivis litterae inde a decude et 
inseguentibus numeris quasi Ouızoöv inseribitur. Significat autem In- 
dica voce tale analogiam numerorum. Übi igitur scriptum est simile 
primae litterae &lya, pro unitate scriptae, atque superimpositum habet 
vel punetum vel quasi öuızoov, addita altera figur« litterae Indicae, dif- 
ferentiam et augmentum numerorum declarat. E.g. pro primo Graeco 
numero, 0, scripto, apud Indos | sive linea recta perpendicularis, guando 
non habet superimpositum punctum vel öuızoov, ipsum hoc denotat uni- 
tatem, ubi vero superimpositum sit punctum atque altera littera ad- 
scripta sit, figura guidem similis priori, significat XI, propter addıta- 
mentum similis litterae atgue superimpositum unum punctum. Similı- 
ter etiam in reliquis litteris, qguemadmodum adspectus docet. Si vero 
plura habet puncta, plura denotat. Quod intelligas, lector, et supputes 
unumguidgue. 


Von Position ist hier nicht mehr zu erkennen als in der Gobar- 
© 


Methode. Man schrieb 3006 also: 36; aber man mufste bald bemerken, 
dafs dieselben Ziffern mit anderen Werthen wiederkamen, dafs (wenn 


(0) 
0000 


alle Gruppen ausgefüllt waren) in 3467 die so regelmäfsig abnehmen- 


*) Kosegarten p. 54. 


j 
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den Puncte oder Nullen überflüssig wurden. Diese Nullen erleichter- 
ten gleichsam nur das Aussprechen der Zahlen. Entstand die Gewohn- 
heit, die Nullen statt über die Ziffern, neben dieselben zu schreiben, so 
h: ıtte man die jetzige indische Bezeichnung für die ungemischte Gruppe 


3=3000. Wollte man zu 3 oder 3000, 4—40 addıiren, so füllte man die- 
jenige Null-Stelle aus, in welche 40, nach seinem die Gruppen-Stufe be- 
zeichnenden Exponenten, hingehört. Man erhielt so: 3040 und von den 
3 Nullen, welche den Tausenden eigenthümlich sind, und welche auf die 
Linie mit den Einheiten herabgezogen wurden, blieben zwei, als leere, 
unausgefüllte Stellen. Nach Neophytos Scholion sind also Nullen (wie 
Puncte im Gobar) Indicatoren für die Notation der aufsteigenden Grup- 
pen, und ınan begreift, aus den eben entwickelten Betrachtungen, wie diese 
Nullen, bei Einführung des Stellenwerthes der Ziffern, ın die Reihe her- 
abkomimen und sıch dort erhalten konnten. 


Wenn wir noch einmal den Blick auf die vıelen, zum Theil so wenig 
bekannten, Notationsmethoden der Völker beider Continente zurück werfen, 
so sehen wir 1° wenige Gruppenzeichen, und fast nur für n%, n°, n° ...., 
nıcht für In, 37, und 22° .... wie bei Römern“) und Tuskeru 
A, €, M (daher alle Zwischenstufen, z. B. 22 oder ?n?, durch Juxtaposi- 
tion wie in XX oder CCC bezeichnet werden); 2° viele Gruppenzeichen 
nicht blofs für z, (Zota und in den griechischen Buchstaben-Ziffern), 
sondern auch für 32 oder 4°? (in A und v), woraus grofse Heterogenei- 
tät der einzelnen Elemente ım Ausdruck für 2+-I2--2n? entstehet (z.E. 
für 222); 3° Bezeichnung der Vielfachen der Fundamental- Gruppe 
und ihrer Potenzen (?n, 4n?, 5n?), entweder durch Hinzufügung (dar- 
über und daneben) von Indicatoren zu den Gruppenzeichen (chinesisch: X, 


X, indisch-tamulisch 2X, 3%, 4C, 50), oder durch stufenweise 
EG oder Accentuirung der ersten 9 Einheitszeichen, gleichsam 


& für 10, £ für %, & für 100, & für 1000, d für 40000, ım Gobar, ım 
Scholion des Neophytos, und in absteigender Sexagesimal-Scale der 


in 1° 37° 37 


Wir haben gesehen, wie die Indicatoren (Multiplicatoren) der Ost- Asıa- 


alexandrinischen Astronomen für 


*) Wir abstrahiren hier der Kürze wegen von den Gruppenzeichen des dazwischen laufenden 
quinaren Systems L, D.... 
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ten und Bewohner der südlichen und indischen Halb-Insel, oder, wenn 
ursprünglich Gruppenzeichen für z, n°, n° verschieden waren, wie die 
Accentuirung der Püthmenes im Gobar-Systeme, oder Scholion des Neo- 
phytos, ja endlich wie dıe Kugelschnüre des Suampan, in dem ein poten- 
zirter Werth nur durch relative Lage der Schnur ausgedrückt wird, 
zum Stellenwerthe führen konnten. 


Ob das einfache indische Positions-System seinen Weg ın die 
Abendländer durch den Aufenthalt des gelehrten Astronomen Rıhan 
Muhammed ebn Ahmet Albiruni in Indien *), oder durch mau- 
rısche Zollbeamte an der nord - afrıkanischen Küste und den Verkehr 
der italienischen Kaufleute mit diesen Zollbeamten gefunden hat, lassen 
wir hier unentschieden. Eben so ungewifs ist es, trotz des Alters der 
indischen Cultur, ob das Positionssystem, welches so mächtig auf den Zu- 
stand der Mathematik eingewirkt hat, schon zur Zeit der macedonischen 
Expedition jenseits des Indus bekannt war. Wie ganz anders, vervoll- 
kommnet, würden Archimedes, Apollonius von Perga und Dio- 
phantos die maihematischen Wissenschaften dem gelehrten Zeitalter 
der Haschemiten überliefert haben, wenn die Abendländer, 12 oder 
13 Jahrhunderte früher, also durch Alexanders Heerzüge, die indi- 
sche Positions- Arithmetik empfangen hätten. Aber der von den Grie- 
chen durchzogene Theil von Vorder-Indien, das Penjab bis Palibo- 
thra hin, war, nach Herrn Lassen’s gelehrten Untersuchungen, ein 
Wohnsitz wenig cultivirter Völker. Von den östlicher wohnenden wur- 
den sie selbst Barbaren genannt. Erst Seleucus Nıcator drang über 
die Grenze, welche Cultur und Uncultur schied, über den Flufs Saras- 
vatis“*) bis zum Ganges ver. Wir sehen aus den alten indischen Ta- 
mul-Ziffern, die durch beigesetzte Multiplicatoren 27, 32°... . aus- 
drücken, und daher aufser den Zeichen für die ersten 9 Einheiten, eigene 
Zeichen für n, n?, n’.... haben, dafs in Indien, neben dem fast alleın 
sogenannten indischen (oder arabischen) Zahlen-Systeme mit Stellen- 
werth, auch andere, ohne Stellenwerth, gleichzeitig existirt haben. Viel- 
leicht kamen Alexander und seine bactrischen Nachfolger bei ıhrem tem- 


*) Nach des gelehrten, der griechischen und arabischen Astronomie gleich kundigen Orien- 
talisten Sedillot Bemerkung. 
*) Lassen, Comment, geogr. de Pentapot. p. 58. 
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porären Vordringen nıcht mit Nationen in Contact, bei welchen die Po- 
sitions- Methode ausschliefslich vorherrschte. 


Möchten die Spuren von dem Vielen, was noch zu entdecken übrig 
ist, recht bald ernster verfolgt werden, theils von Philologen, welche 
griechische, persische oder arabische *) Handschriften zu untersuchen Ge- 
legenheit finden, theils von Reisenden, die sich in der indischen Halb- 
Insel selbst aufhalten. Die blofse Pagination alter Codices aus der Sanscrit- 
Literatur kann zu merkwürdigen Beobachtungen führen. Wer würde 
z.B. geahndet haben, dafs es unter den Indiern, neben der Decimal-Po- 
sitions- Arıthmetik, ein Sedecimal-System ohne Position gab, dafs ge- 
wisse indische Stämme meist nach Gruppen von 16, wie die amerikanı- 
schen Völker, die Kymren und Basken, nach Gruppen von 0 zähl- 
ten. Eine solche seltsame Numeration ist aber vor mehr als 10 Jahren 
in einem Codex des alt-indischen Gedichts Mahabharata (Cod. Reg. Paris. 
p- 178.) vom Herrn Professor Bopp aufgefunden, und mir zu der Zeit, als 
ıch meine erste Abhandlung über die Zahlzeichen der Völker der 
Academie des inscriptions et belles lettres vorlegte, gütigst zur Bekannt- 
machung mitgetheilt worden. Fünf und sechszig Seiten dieser Hand- 
schrift sind mit indischen Buchstabenzahlen pagıinirt, doch so, 
dafs nur die Consonanten des Sanskrit- Alphabets (k für 1, kh für 2....) 
gebraucht werden, was dem bisher so allgemein verbreiteten Vorur- 
theile ““) widerspricht, als fänden sıch ın Indien blefs Ziffern, nicht 
Buchstaben als Ziffern gebraucht, wie bei semitischen Stämmen und 
den Griechen. Mit der 6Östen Seite beginnt die wunderbare Sedeci- 
mal-Notation. Man erkennt in den ersten 15 püthimenes kaum zwei 
Zeichen, — die Sanskrit-Buchstaben sind etwa für 3 ein aspirirtes Z 
und für 12 ein d, — eben so wenig die eigentlich sogenannten indischen 


*%) Unter den arabischen Handschriften sind besonders solche zu empfehlen, welche vom Zoll- 
und Finanzwesen, oder von der Arithmetik im Allgemeinen handeln, z. B. Abu Jose Alchin- 
dus de arithmetica indica; Abdelhamid Ben Vasee Abulphadl, de numerorum proprieta- 
ibus; Ahmad Ben Omar Alkarabisi liber de indica numerandi ratione; die indische Alge- 
bra des Katka; Mohammed Ben Lara de numerorum disciplina (Casiri Bibl. arabico- 
hispana T. I. p. 353. 405. 410. 426. 433.) 

**) Silarithmetique de position n’est pas originaire de l’Inde, elle doit au moins y avoir 
existe de tems immemorial; car on ne trouve chez les Indiens aucune trace d’une notation alpha. 
betique telle que la notation des Hebreux, des Grecs et des Arabes (Delambre Hist. de l’astron. 
ancienne T.I. p. 543.). 
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(arabischen) Zeichen. Merkwürdig ist, dafs die Ziffer 1 mit einer bei- 
gesetzten Null 4, die Ziffer 1 doppelt (zwei senkrechte Striche) mit einer 
beigesetzten Null S bedeuten, gleichsam Ruhepuncte, Mittelstufen des Se- 
decimal-Systems für und aber 3 von z ist ohne Null und 
hat eine eigene Hieroglyphe, der arabischen 4 ähnlich. Für die Normal- 
gruppe selbst, 16, und für die znultipla der Normalgruppe: 22, 3n .... 
werden die bekannten bengalıschen Ziffern gebraucht, so dafs 16 die ben- 
galische 1 mit einem vorgesetzten gekrümmten Striche; 32 die benga- 
lische 2; 48 die bengalische 3 ist. Die rzultipla von rn sind also blofs 
wie Gruppen erster, zweiter, dritter . Ordnung; die Zahlen 22 +4 
oder 32-+6 (d. ı. im Sedecimal-System 36 und 54) sind durch eine 
bengalische 2 und eine beigefügte Mahabharata-Ziflfer*) 4, wie durch 
eine bengalische Ziffer 3 und eine beigefügte Mahabharata-Ziffer 6 
bezeichnet: eine zwar sehr regelmäfsige, aber unbehülflich verwickelte 
Art zu numeriren, deren Ursprung um so räthselhafter ist, da sie die 
Kenntnils der bengalischen Ziffern voraussetzt. 


*%) Ich bediene mich hier dieses uneigentlichen Ausdruckes, blofs um das Zahlen - System, 
welches eine Abschrtft des Gedichts darbietet, mit einem passenden \WVorte zu bezeichnen, 
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18. 


Über ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik. 
(Vom Herrn Hofratlı und Prof. Dr. Gaufs zu Göttingen. ) 


Bexannuich verwandelt das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
die ganze Statik in eine mathematische Aufgabe, und durch Dalem- 
bert’s Princip für die Dynamik ist diese wiederum auf die Statik zu- 
rückgeführt. Es liegt daher in der Natur der Sache, dafs es kein neues 
Grundprincip für die Bewegungs- und Gleichgewichts- Lehre geben kann, 
welches der Materie nach nicht in jenen beiden schon enthalten und aus 
ihnen abzuleiten wäre. Inzwischen scheint doch wegen dieses Umstandes 
noch nicht jedes neue Princip werthlos zu werden, Es wird allezeit in- 
teressant und lehrreich bleiben, den Naturgesetzen einen neuen vortheil- 
haften Gesichtspunkt abzugewinnen, sei es, dafs man aus demselben diese 
oder jene einzelne Aufgabe leichter auflösen könne, oder dafs sich aus 
ihm eine besondere Angemessenheit offenbare. Der grofse Geometer, 
der das Gebäude der Mechanik auf dem Grunde des Princips der virtuel- 
len Geschwindigkeiten, auf eine so glänzende Art aufgeführt hat, hat es 
nicht verschmäht, Maupertuis Princip der kleinsten Wirkung zu grö- 
fserer Bestimmtheit und Allgemeinheit zu erheben, ein Princip, dessen 
man sich zuweilen mit vielem Vortheil bedienen kann *). 

Der eigenthümliche Charakter des Princips der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten besteht darin, dafs es eine allgemeine Formel zur Auflö- 
sung aller statischen Aufgaben, und so der Stellvertreter aller andern 
Principe ist, ohne jedoch das Creditiv dazu so unmittelbar aufzuweisen, 


*) Es sei mir jedoch hier die Bemerkung erlaubt, dafs ich die Art, wie ein anderer grofser 
Geometer versucht hat, Huyghens Gesetz für die aufserordentliche Brechung des Lichts in Kry- 
stallen von doppelter Brechung, vermittelst des Grundsatzes der kleinsten Wirkung zu beweisen, 
nicht befriedigend finde. In der That ist die Zulässigkeit dieses Grundsatzes wesentlich von dem 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte abhängig, nach welchem die Geschwindigkeiten der bewegten 
materiellen Punkte blofs durch ihre Plätze bedingt werden, ohne dafs die Richtung der Bewegung 
Einilufs darauf haben kann, was doch in dem erwähnten Versuch vorausgesetzt wird. Es scheint 
mir, dafs im Emanationssystem alle Bemühungen, die Erscheinungen der doppelten Brechung an 
die allgemeinen dynamischen Gesetze anzuknüpfen, so lange erfolglos bleiben müssen, als man die 
Lichttbeilchen blofs wie Punkte betrachtet. Anm. d. Verf. 
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dafs es sich, so wie es nur ausgesprochen wird, schon von selbst als 
plausibel empföhle. 

In dieser Beziehung scheint das Princip, welches ich hier auf- 
stellen werde, den Vorzug zu haben: es hat aber auch den zweiten, dals 
es das Gesetz der Bewegung und der Ruhe auf ganz gleiche Art in gröls- 
ter Allgemeinheit umfalst. So sehr es in der Ordnung ist, dafs bei der 
allmäligen Ausbildung der Wissenschaft und bei der Belehrung des In- 
dividuum das Leichtere dem Schwerern, das Einfachere dem Verwickel- 
tern, das Besondere dem Allgemeinen vorangeht, so fordert doch «er 
Geist, einmal auf dem höhern Standpuncte angelangt, den umgekehrten 
Gang, wobei die ganze Statik nur als ein ganz specieller Fall der Mecha- 
nik erscheine. Selbst der oben erwähnte Geometer scheint darauf Werth 
zu legen, indem er als einen Vorzug des Princips der kleinsten Wirkung 
ansieht, dafs es das Gleichgewicht und die Bewegung zugleich umflasse, 
wenn man jenes so ausdrücke, dafs die lebendigen Kräfte bei beiden Kleinste 
seien, eine Bemerkung, die doch mehr witzig als wahr zu sein scheint, da 
das Minimum in beiden Fällen in ganz verschiedener Beziehung Statt findet. 

Das neue Princip ist nun folgendes. 

Die Bewegung eines Systems materieller, auf was im- 
mer für eine Art unter sich verknüpfter Punkte, deren Be- 
wegungen zugleich an was immer für äulsere Beschränkun- 
gen gebunden sind, geschieht in jedem Augenblick in mög- 
lich gröfster Übereinstimmung mit der freien Bewegung, 
oder unter möglich kleinstem Zwange, indem man als Maafs 
des Zwanges, den das ganze System in jedem Zeittheilchen 
erleidet, die Summe der Produkte aus dem Quadrate der Ab- 
lenkung jedes Punkts von seiner freien Bewegung in seine 
Malse betrachtet. 

Es seien 772, m’, m‘ u.s. w. die Massen der Punkte; «’, u. 5. w. 
ihre Plätze zur Zeit Z; 5, 5‘, 2 u. s. w. dıe Plätze, welche sie, nach 
dem unendlich kleinen Zeittheilchen di, in Folge der während dieser Zeit 
auf sie wirkenden Kräfte und der zur Zeit Z erlangten Geschwindigkei- 
ten und Richtungen, einnehmen würden, falls sie alle vollkommen frei 
wären. Die wirklichen Plätze c, c’, c’ u. s. w. werden dann diejenigen 
sein, für welche, unter allen mit den Bedingungen des Systems verein- 
baren, (be)? -+ m’ (b’ u. s. w. ein Minimum wird. 
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Das Gleichgewicht ist offenbar nur ein einzelner Fall des allgemei- 
nen Gesetzes, und die Bedingung dafür, dafs 
m(ab)° + m‘ (a‘ m“ (a’' us. w. 
selbst eın Minimum sei, oder dafs das Beharren des Systems im Zustande 
der Ruhe, der freien Bewegung der einzelnen Punkte näher liege, als je- 
des mögliche Heraustreten aus demselben. 


Die Ableitung unsers Princips aus den beiden oben angeführten 
geschieht leicht auf folgende Art. 


Die auf den materiellen Punkt 2 wirkende Kraft ist offenbar zu- 
sammengesetzt, erstens aus einer, dıe, in Verbindung mit der zur Zeit? 
Statt habenden Geschwindigkeit und Richtung, ihn in der Zeit d£ von 
a mach e führt, und einer zweiten, die ihn in derselben Zeit aus der 
Huhe in ce, durch ec führen würde, wenn man den Punkt als frei be- 
trachtet. Dasselbe gilt von den andern Punkten. Nach Dalembert’s 
Princip müssen demnach die Punkte z, m’, m’ u. s. w., unter alleiniger 
Wirkung der zweiten Kräfte, nach cd, c’b’, c’’b’ u. s. w., in den Plätzen 


ce, c', ce u.5. w., vermöge der Bedingungen des Systems, im Gleichge- 
wicht sein. 

Nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten erfordert dies 
Gleichgewicht, dafs die Summe der Producte aus je drei Factoren, nem- 
lich jeder der Massen z, m‘, m‘ u. s. w., den Linien ed, c’b’, c’‘b‘’ 
u.s.w., und irgend welchen auf letztere resp. projicirten, vermöge der 
Bedingungen des Systems möglichen Bewegungen jener Punkte, ımmer 
= 0 sei, wıe man es gewöhnlich ausspricht *), oder richtiger, dafs jene 
Summe niemals positiv werden könne. Sind daher y, y‘, y'' u.s. w. von 
ec, ec‘, ec u. s. w. verschiedene, aber mit den Bedingungen des Systems 


verträgliche Plätze; und #, 6‘, 6° u. s. w. die Winkel, welche cy, 


*) Der gewöhnliche Ausdruck setzt stillschweigend solche Bedingungen voraus, dafs die 
jeder möglichen Bewegung entgegengesetzte gleichfalls möglich sei, wie z.B., dafs ein Punkt auf 
einer bestimmten Fläche zu bleiben geröthigt, dafs die Entfernung zweier Punkte von einander un- 
veränderlich sei nu. dergl. Allein dies ist eine unnöthige und der Natur nicht immer angemessene 
Beschränkung. Die Oberfläche eines undurchdringlichen Körpers zwingt einen auf ihr befindlichen 
materiellen Punct nicht, auf ihr zu bleiben, sondern verwehrt ihm blofs das Austreten auf die Eine 
Seite; ein gespannter, nicht ausdehnbarer aber biegsamer Faden zwischen zwei Punkten macht nur 
die Zunahme, nicht die Abnahme der Entfernung unmöglich u. s. w. Warum wollten wir also das 


Gesetz der virtuellen Geschwindigkeiten nicht lieber gleich anfangs so ausdrücken, dafs es alle 
Fälle umlafst? Anm. d. Verf. 
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ey‘, u.s w. mit cd, u.s. w. machen, so ıst allemal 
Im.cb.c’y.cos0 entweder O oder negatıv. Da nun 
y = ey’— 2cb.cy.cos0, 
so ıst klar, dafs 
folglich ımmer positiv sein wird, also Zrn.yb° ımmer grölser als 
Zm.cl’, d.ı. daß Zm.cb? ein Minimum sein wird. W. Z. B. W. 


Es ist sehr merkwürdig, dafs die freien Bewegungen, wenn sıe 
mit nothwendigen Bedingungen nicht bestehen können, von der Natur 
gerade auf dieselbe Art modificirt werden, wie der rechnende Matherna- 
tıker, nach der Methode der kleinsten Quadrate, Erfahrungen ausgleicht, 
die sich auf unter einander durch nothwendige Abhängigkeit verknüpfte 
Gröfsen beziehen. Diese Analogie lielse sich noch weiter verfolgen, was 
jedoch gegenwärtig nicht zu meiner Absicht gehört. 


| 
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19. | 
Precis d’une theorie des fonctions elliptiques,. 
(Par Mr. N. H. Abel de Christiania. ) 


Introduction. 


Ta theorie des fonctions elliptiques, crece par Mr. Legendre, forme 
une des parties les plus interessantes de lanalyse. Ayant essay& de 
donner de nouveaux developpemens äa cette theorie, je suis, si je ne 
me trompe, parvenu ä plusieurs r&sultats quı me paraissent me£riter 
quelque attention. Surtout jai cherche a donner de la generalit@ a mes 
vecherches, en me proposant des problömes d’une vaste &etendue. Si je 
n’aı &et& assez heureux de les resoudre completement, au moins j’ai pro- 
pos® les moyens pour y parvenir. I’ensemble de mes recherches sur 
cet objet formera un ouvrage de quelque etendue, mais que les circon- 
stances ne me permettent pas encore de publier. C’est pourquoi je vais 
donner ici un Precis de la methode que j’aı suivie, avec les r&sultals gene- 
raux, auxquelles elle m’a conduit. Ce m&moire sera divise en deux parties. 

Dans la premiere je considere les fonctions elliptigues comme 
integrales indefinies, sans rien y ajouter sur la nature des quantites 


rcelles ou imaginaires, qui les composent. Je me servirai des notations 
suivantes: 
= 


0x 
c) = /r (x,c)? 


Als, c)’ 


II(xz,c,a) = 


2 


(x, c) 


en sorte que 
o(x,c), @,(2,c), II(x,c, 0) 
designent respectivement les fonctions de premiere, de seconde et de troi- 
sitme espäce. 
Puis je me suis propose ce probleme general: ,„Trouver tous 


les cas possibles dans lesquels on peut satisfaire A une &quation de la 
forme: 
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4.0 (2,0) ....+ 
=u+Alogy+ +....+ 4,logv,, 


ou 


x„ des variables lieces entre-elles par des &quations al- 
gebriques, et u, v, des fonctions algebriques de ces 
varıables.” 

Jstablie d’abord les proprietes fondamentales des fonctions ellipti- 
ques, ou ce qui concerne leur sommation, en faisant usage d’une me&thode 
particuliere, qui en m&me tems est applicable avec la m&me facilite a une 
infinite d’autres transcendantes plus compliqudes. En m’appujant sur ces 
proprietes fondamentales, je considere ensuite l’equation dans toute sa ge- 
neralite et je faıs Je premier pas a mon but en d&emontrant un theor&me 
general sur la forme qu’on pourra donner a lintegrale d’une fonction alge- 
brique quelconque, en supposant cette integrale exprimable par des fonc- 
tions algebriques, logarıthmiques et ellıptiques, theoreme qui 
est d’un grand usage dans tout le calcul integral, a cause de sa grande 
generalite. 

Jen tire, comme corollaire, le theoreme suivant: 


ou est une fonction rationnelle quelconque de «, 


est exprimable par des fonctions algebriques et logarıthmiques et par les 
fonctions elliptiques %;, » on pourra toujours supposer 


sont des fonctions rationnelles de x ‘).” 
De ce theoreme je tire ensuite celui cı: 
„Si une @quation quelconque de la forme («.) a lieu, et qu’on de- 


*%) Ce theoreme a egalement lieu, si A (x,c) est la racine carr#e d’une fonction entiere d'un 
degr@ quelconque, 
Crelle’s Journal. IV, Bd. 3. Alt. 31 
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signe par ce un quelconque des modules qui y entrent; il y en anra parmi 
les autres au moins un module ec’ tel, qu’on puisse satisfaire A l’equation 


differentielle: 
er ex 
Aly,c) "Alz, c)’ 
en mettant pour y une fonction rationnelle de x, et vice versa.” 


Ces theoremes sont tres importans dans la theorie des fonctions 
elliptiques. 11s reduisent la solution du probleme general a celle de satis- 
faire de la maniere la plus generale a l’equation 

ex 
Ace)" 
ou a la transformation des fonctions de premicre espece. Je donne la 
solution complete de ce probleme, et j’en tire ensuite la transformation 
generale des fonctions de premiere espece. Je fais vor que les modules 
doivent necessairement Ötre lies entre eux par une &quation algebriyue. 
On peut se contenter de considerer le cas, ou le degre de la fonction y 
est un nombre premier, en y comprenant Tunite. Si ce degr& est designe 


par &, ec’ pourra avoir +1) valeurs differentes, excepte pour 
ou ce nombre se reduit 6. 


La seconde partie traite les fonctions a modules reels et moin- 
dres que l’unite. Au lieu des fontions »(x,c), #,(&%,c), II(x,c,a) intro- 
duis troıs autres, savoır d’abord la fonction A(d), determinee par l’equation 


ex 
o 


Cest la fonction inverse de la premiere espece. En mettant £—=Ad 
dans les expressions de »,(x,c), II(x,e,a), elles deviendront de la forme: 
= 


= 


Mises sous cette forme, les fonctions elliptiques offrent des proprietes tres 
remarquables, et sont beaucoup plus traitables. C’est surtout la fonction 
Ad, qui merite une attention particuliere. Cette fonction a ete Pobjet d’un 
memoire, insere dans les tomes ?. et 3. de ce journal, ou jeen ai demon- 
tr& le premier quelgues-unes de ses propriötes fondamentales. On en 
trouvera d’avantage dans ce m&moire. Je vais indiquer rapidement quel- 
ques-uns des resultats auxquels je suis parvenu: 
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1. La fonction Ad jouit de la propriete remarquable d’ötre pcrio- 
dique de deux manieres differentes, savoir non seulement pour des valeurs 
reelles de la variable, mais encore pour des valeurs imaginaires. En effet si 
on fait pour abreger 


on db=y(1—c) et Y—1=/i, on aura: 
2. La fonction AO devient egale a zero et A Vinfini, pour une in- 
finit€E de valeurs reelles et imaginaires de 9, savoir pour les valeurs 
ou m et z sont des nombres entiers quelconques, positifs ou negatifs. De 


möeme on a 


(—1)"0+- nwi; mais cette relation est ndcessaire. 


3. La propriet@ fondamentale de Ad est exprimee par l’&quation 
A (0 +0). 6) 1 — 


ou 0‘ et 9 sont des varıables quelconques, reelles ou imagınaires. 
4. La fonction Ad pourra se developper en facteurs et en frac- 
tıons de beaucoup de manieres; par exemple sı l’on fait pour abreger 


on a: 
2 [1—24° cos(?d) +9°1[1—2g° ‚cos (2d2)+9'?].... 


„sin (30m) + .. 


I 


On pourra exprimer d’une maniere analogue la fonction de seconde et | 
troisieme espece. + 
Lies deux formules pr&cedentes sont au fond les mömes que les for- 
mules cı-dessus. 
5. Une des proprieies les plus fecondes de la fonction AO est la 


suivante: 
(On a fait pour abreger: = 0)].) 
31* 


_ 
— 
= e N) pP 
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„Sı l’equation 
est satisfaıte, en mettant pour 0, Ir quantites telles, que 
(NO), soient differents entre-elles, on aura toujours: 


9, +09, + ....+0,) = 0, 
— = +9; +... 40.) = 


.... pourront ätre quelconques, et il 
est facile de voir qu’on pourra les determiner de sorte que 
sont donn&s.” 


Voila une autre propridte plus generale: 
„Sı Ion fait 
P— er) = (C—AG,), 
ou p et 9 sont des fonctions entieres quelconques de la quantite ind&ter- 
minde x, on pourra toujours supposer les quantites 6, O,,.... 0, de 
la sorte que l’expression 
+ + 0,) 
soit egale a zero ou ä Finfini.” 
Ainsi p. ex., 
olı Tune des fonctions p et g est paire et l’autre impaire, on aura 
1) sı p est pair: 
A(u0) = 0, si x est pair et 
= Si est impair; 
2) sı p est impaır: 
A(u6) = 0, si x est impair et 
= Z, sin est pair. 
Dela ıl suit encore que, si lequation a lieu, on aura toujours: 


u 
ou m et n sont entiers et moindres que x. 


6. Il existe entre les quantites A et les racines 


de lunite des relations bien remarquables, savoir sı Ion fait pour abreger: 
. 


on aura, quels que soient les nombres entiers 2 et : 
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+1 


moatnwi 
D’ailleurs toutes les quantitds 


&quation du degr& (2#-+-1)* et dont les coöfhciens sont des fonc- 
tions rationnelles de c*. 


) .... sont les racines d’une 


7. Sı la fonction ax 
A(z,0)’ 
dont le module ce est r&el et moindre que lunite, peut &tre transformee 


dans une autre: 
J 


dont le module ce’ est reel ou imaginaire, en mettant pour y une fonc- 
tion algebrique quelconque de x, il faut necessairement que le module ce’ 
soit determine par lune des deux &quations: 


ve= 

1+4 


ou 9,=9", €tant rationnel; ou ce qui revient au m&me: 
et etant des nombres rationnels quelconques. 
8. La theorie de la transformation devient tres facile a Yaide 
des proprietes les plus simples de la fonction A0. Pour en donner un 


exemple, soit propose le problöme: satisfaire de la maniere la plus gene- 
rale a l’equation 


— 
en supposant e et c’ moindres que l’unite et y fonction rationnelle, reelle 
ou imaginaire de x. 
Soit y=X'0', en designant par X’ la fonction qui repond au 
module c‘. L’equation differentielle se changera dans ce cas en d’oü 
0" =ed-+a, 


dl | 
.. 


A\ 
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« etant une constante, Cela pose, soit 
on aura 


En mettant d9+2%, 0-+wi au lieu de 6, AO ne change pas de valeur et 
par consequent on doit avoir: 
= 
Done, sı Yon designe par »’ et les valeurs de et qui repondent au 
module c’, on aura en vertu de (?.): 
= 2mo' +nwi, 
+n'wi, 
ce qui donne 


/ 
e m. — — am —ı 
done: 
m— — —, — — 
ou bıen: 
o’ n © n 


Maintenant, si c est indetermine, cette @quation ne pourra subsister ä 
moins ouzr=0, m=0, oun=0, m=0. Dans le pre- 
mier cas 8 est reel et 


et daus le second cas e est imaginaire et 


n 
= = —i, 


Supposons reel. Alors on aura ce theoreme: 
„Si deux fonctions reelles peuvent &tre transformees l’une en l’autre, 
il faut qu’on ait entre les fonctions completes ®, cette relation: 


ou n’ et m sont des nombres entiers.” 
On pourra demontrer que si cette condition est remplie, on pourra 
vffeetivement satisfaıre a l’equation 


= m o' ex 


46) 
| 
| (e0-+«) 
= m— =N,.—, 
o' 
| 
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Rien n’est plus simple que de trouver l’expression de y. TI sufit pour 
cela de chercher les racines des deux &quations fz=0. 


Designons par Ad et Ad’ une racine quelconque de ces deux equa- 
tions, on aura, pour determiner d et 0‘, ces deux dquations: 
0; 
ce qui donne: 
c’est-ä-dire: 
k et k‘ &tant des nombres entiers. Pour trouver «, il suffit de remarquer 
que AO ne change pas de valeur en mettant 5—0 au lieu de 9. On 


aura donc 


a= 3/2» H1—m)a + 
Dans le cas ou m est ımpair, on pourra toujours faire @ =0. 


ce qui donne 


Connoissant les valeurs de d et 0‘, on aura immediatement les ra- 
cines des deux equations O@x—=0, fx=0, et par suite l’expression des 
foncetions 9x et fx en factorielles. Lies formules les plus simples repon- 


dent aux cas de m =1 ou n'=1, et elles sont les seules dont il sagit, 


comme il est aise de voir par l’equation — =—.—, On pourra aussi se 
m 


servir des expressions de la fonction A9 en produits infinis rapportees 
plus haut. J’aı fait voir cela dans un memoire, presente a M. Schu- 
macher pour son journal. 


9. Le cas ou un des modules c peut £tre transforme en son 
complement Y(l— c’)=Db, merite une attention particuliere. En vertu 


de Fequation — —=—.—, on aura dans ce cas 


w' 
x 


m 
m 
module c sera determine par une &quation algebrique qui paroit 
resoluble par les radıcaux; au moins cela aura lieu effectivement si 


mn . . y . 
— est un carr& parfait. Dans tous les cas il est facile d’exprimer c par 


des produits infinis. En effet, sı on a: 
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| (1 +e” (1 


Sı deux modules c’ et ce peuvent £Ötre transformes dans Yautre, ils 
auront entre eux une relation algebrique. Mais generalement il parait 
impossible d’en tirer la valeur de c’ en e a Vaide de radicaux *), mais 
il est remarquable, que cela a toujours lieu si e peut &tre transform& en 


ve am 


son complement. Par exemple sı ®=3. 

Les equations modulaires jouissent d’ailleurs de la propriete remar- 
quable, que toutes leurs racines peuvent &@tre exprimedes rationnelle- 
ment par deux entre elles. De m&me on pourra exprimer toutes les 
racines par lune d’elles a laide de radıcaux. 

10. On pourra developper la fonction A9 de la maniere suivante: 

ou le numerateur et le denominateur sont des series toujours convergen- 
tes. En faisant 


.... 

ces deux fonctions auront la propriete exprimee par les deux &quations: 
= (90. fo), 
f0+9./0—0) = © (99.90, 

ob 0° et 9 sont deux variables independantes. Ainsi p. ex. sı Von faıt 


0n&a 


Ces fonctions jouissent de beaucoup de proprietes remarqualbles. 


*) Dans le cas par ex. oü y est de la forme: 
_ 
l’equation entre c’ et c est du sixieme degre, Or je suis parvenu ä demontrer rigoureusement, que 
si une Öquation du sixieme degre est resoluble ä l’aide de radicaux, cette equation sera decom- 
posable ou en deux autres du troisieme degre, dont les co@fficiens dependent d’une “quation du se- 
cond deer@, ou elle sera decomposable en trois equations du second degre, dont les coäfficiens sont 
determines par une-equation da troisieme degre. L’&quation entre c’ et c ne parait guere etre de- 


composable de cette sorte. 
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11. Les formules presentees dans ce qui precede ont leu avıc 
quelques restrictions, le module c &tant quelconque, r&el ou imaginaire. 


Premiere partie. 


Des fonctions elliptiques en gencral. 


Chapitre I 
Proprietes generales des fonctions elliptiques. 


Les fonctions elliptiques jouissent comme on sait de cette propriete 
remarquable, que la somme d’un nombre quelconque de ces fonctions peut 
exprimede par une seule fonction de Ja m&me espece, en y ajoutant 
une certaine expression algebrigue et logarıthmıque. La decou- 
verte de cette propricte est düe a M. Legendre. Ja demonstration que 
cet illustre geometre en a donnee, est fondee sur Yintegration algebrique 


de l’equatıon dıfferentielle: 
W’objet de ce chapitre sera de demontrer cette propridte des fonctions 
elliptiques, mais en s’appuyant sur des considerations diffErentes de celles 


de Mr. Legendre. 


Demonstration th&öor&eme fondamental. 

Nous commencerons par ctablir un theor&me general qui servira 
de fondement de tout ce qui va Ötre expose dans ce memoire et qui 
en meme tems exprime une propriei& tres remarquable des fonctions 
elliptiques. 

Theor&me I. Soient fx et @x deux fonctions quelconques en- 
tiöres de x, Tune paire, Yautre impaire, et dont les co@fhciens soient 
supposes variables. Cela pose si lon d&compose la fonction entiere paire 

en facteurs de la forme — x’, en sorte que 
A est ind&pendant de lindeterminde x, je dıs qu’on aura: 


+ 1x, + Ux,-+....+ = 


Jonroal. IV. Ed. 3. ON. 32 


EN 
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ou a designe le parametre de la fonction //x, en sorte que 
(1 


quautit& est la constante d’integration. 


Demonstration. Supposons d’abord que tous les coeficıens des 
diverses puissances de x dans fx et ®x soient des quantites varıables in- 
dependantes. Dans ce cas toutes les quantilds « %, Seront 
evidemment indgales entre elles et fonctions de ces variables. En desig- 


nant par x l’une quelconque entre-elles, l&quation (1.) donnera 


4. — (08°. (Ar) = 0, 
fe+Ox.Ar =0. 


Cela pose, faisons pour abreger 

vı= (fr) — (Px)’ (AR), 
et designons par W’x la derivee de cette fonction par rapport ä x seul. 
De möme deösignons par la caracteristique Ö' la differentiation qui se rap- 
porte aux seules variables independantes, Puis en differentiant, on tire 
de l’equation (4.): 


+2 fa. = 0 
mais en vertu de (5.) on a: 
Je = Ar, 
= — fx.A%, 


et de la: 


donc en substituant: 
De la, en divisant par (1—). Ax, on tıre: 
a 


0x _ 


Maintenant en faisant =%, 
faisant pour abreger: 


= 0x, 


et ıntegrant: 


ajoutant les resultats et 


on obtıendra: 


--— 
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6. -+....+ 1x, 
0x 
Maıs etant une entiere de dont le degr& est &evidemment 
inferieur A celui de la fonction Yx, le second membre, suivant un theo- 


reme connu sur la d&composition des fonctions fractionnaires, se reduira a 


da 

2wa’ 

c’est-A-dıre en substituant la valeur de Or et celle de Ya, ä 
pya.öfa— fa.öypa 

(Fa)? — (pa)’(Aa)? 

Cette intögrale se trouvera facilement; en eflet Aa etant constant, on 
aura en integrant d’apres les regles connues: 


(Satyga: 
28a ya. Aa)’ 


ol C est la constante d’integration. Cette fonction &tant mise a la place 
du second membre de l’&quation (6.), donnera precisement la formule 
quil sagıssoit de demontrer. 


a 


La propriei@ de Ja fonction //(x), exprimde par la formule (2.), 
est d’autant plus remarquable, quelle aura lieu en supposant la fonction 
Ax racıne carree d’une fonction quelcongue entiere et paire dex. En 
effet la d&monstration precedente est fondde sur cette seule propridiö de- 
la fonction Ax. Donc on a de cette sorte une propriete generale d’une 
classe tres etendue de fonctions transcendantes *). 

La formule (2.) etant demontr& pour le cas, ou les quantites x, 
sont inegales entre elles, il est &vident quelle aura lien 
encore en attrıbuant aux varıables independantes des relations quelcon- 
qnes qui ponrront aussi rendre plusieurs des quantites &,, ©, 
egales entre elles, 

Il y aä observer, que les sıgnes des radicaux Ax,, Aw,,....Ax, ne 
sont pas arbitraires, Ils doivent £tre pris tels qu’ils satisfassent aux equations 
7. fe As =0; .... 


qu’on tire de l’&quation (5.), en mettant pour les valeurs X, X, 


*) Voyez sur cet objel um memoire inser& dans le tome III. page 313. de ce journal, On en 


trouve un ihöoreme beaucoup plus general; tome IV. page 200. 


her 
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Lia formule (?2.) exprime une propriete de la fonction de la troi- 
sieme espece //(x). Or rien n’est plus facile que d’en deduire des pro- 
prietes semblables des fonctions: 


0% = et = 
D’abord si Yon fait @ infini, on a 7x=ox; mais u est clair, que la 


partie logarithmique de la formule (2.) s’evanouira dans ce cas; le second 
membre se r@duira donc ä une constante, et par consequent on aura: 
9) Far +... = C. 


Egalement sı l’on developpe les deux membres de l’&qnation suivant les 


1 
puissances ascendantes de —, on aura, en comparant les co@ficiens de —; 


dans les deux membres: 
ey p est une fonction alg&ebrique des variables, savoir le coeflicient de 
— dans le developpement de la fonction 
fatya.Aa 


1 
suivant les pulssances ascendantes de —. 
a 


En vertu des formules (2. 9. 10.) il est claır, qu’en designant par 
Yır une fonction quelconque de la forme: 


-5 1-2 


H on aura: 
a.a ffa+yaAa 
On voit que ik Equation a lieu quelle que soit la constante A. 
2% 
Propriete fondamentale des fonctions elliptiques, tiree 
des formules precedentes. 


Dans ce qui precede les quantites .. . x, sont regar- 
dees comme fonctions des coöfhiciens variables dans fz et Px. Suppo- 
sons maintenant quwon dötermine ces coöfliciens de maniere qu’un certain 
nombre des quantites prend des valeurs donndes mais 
varıables. 
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Soient 


des varıables ind@pendentes. Alors les coöfficiens dans fx, Px deviendront 
des fonctions de ces quantitds. En les substituant dans l’equation 

= 0, 
le premier membre sera divisible par le produit 

et le quotient, egal&e a zero, donnera une dquation du degre — m par 
rapport ä 2°, dont les racines seront les u — m quantitds: 

quı par suite sont des fonctions algebriques de + 

Le cas le plus simple et le plus important est celui, ol le nombre 
#— m ala moindre valeur possible. Pour avoir ce minimum, ıl faut 
donner aux fonctions fr et ®x la forme la plus generale pour laquelle 
le degre de l’equation (fx) — (Or) (Ar —=0 est egal 

ll est facile de voir que le plus grand nombre de co@flicıens pos- 
sible a introduire dans fx et ®x, est x. Mais, puisqu’en vertu de la forme 
des Equations (7.) on peut supposer un de ces coöfhieiens a lunite, 
sans diminuer la generalite, on n’aura r&eellement qu’un nombre de 
ıindetermindes. pourra donc faire =u—1ı, en sorte que toutes 
les quantites „> except@ une seule, seront des varıables 
independantes. Par la on aura immediatement la propridte fondamentale 
des fonctions elliptiques dont il a &t& question au commencement du 
chapitre. 

ll y a deux cas differens ä considerer, savoir x pair ou impaır. 

Cas I. etant pair et=2n. 

A. Sı la fonction fx est paire et Pr impaire, il est claır que 

fx doit ötre du degr& 2n, et Px du degr& 2n — 3. Faisons donc: 


ou nous avons mis y au lieu de z,,, qui sera une fonction des varıables 

Les cocfliciens @,, @,, Das bis Seront expri- 
mes en fonctions de z,, 7,,.... ä Paide des a—ı &quations (7.), savoir: 
13°. fe, +9x,.A2,=0; fs, +0r,.Ar,—0; .. ..; 


zit, 
2 
| 
2 
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Ces equations, ctant lineaires par rapport aux inconnues, donne- 
ront celles-cı en fonctions rationnelles des quantites: 
Il est claır qu’on pourra donner aux radicaux Az, Ar,....Ar 
des signes arbitraires. 


—ı 


Pour avoır la valeur de y, faisons dans lequation (12.) z=0. 
Cela donne 
d’ou Yon tıre: 


quantıtE Y est donc une fonction rationnelle des variables .... 


et des radicaux correspondants. 
Sı maıntenaut Yy a cette valeur et qu'on fait 
Az Ay; 
les formules (2. 9. 10.) donneront: 


Quant aux fonctions »Y, »,y, /Iy, il faut bien observer que le signe du 
radıcal Ay n'est pas toujours le m&me. Jl sera dans tous les cas deter- 
mine par la derniere des Equations (7.) qui, en mettant pour y,. et Ar,, 
leurs valeurs yet —Ay, deviendra: 

| 
On en tıre 


6. 
16. Ay 
et cela fait voir que le radical Ay, comme y, est une fonction ra- 


La fonction y a la propriete d’ötre zero en m&me tems que les 
variables En efet sı l’oon faıt 
0, = =.... = In-ı = 
lequation (13.) ne pourra subsister a moins que tous les coefhciens a,, 
ne soient dgaux A zero, donc cette &qua- 


tıon se reduıt A: 
ı" — (2’—Y?), 
done on aura 
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On pourroit donner le signe contraire au second membre de l'e- 
quation (14.). Celui que nous avons choisi est tel que le radıcal Ay se 
reduit a +1, en supposantt en, =r, =....r,,=0, et en möme 
tems A, =Az,=....Ar„,=+1. Pour demontrer cela, suppo- 
SONS Infiniment petits, on aura dans ce cas: 

et les &quations (13°) font voir sSatısfont a Ve- 
quation: 
Cette equation &tant du degre 27, doit avoir encore une racine. En la 
designant par zZ, on aura: 


donc en vertu de l’equation (14.): 
z=—y. 


L’equation est done satisfaite en faısant —y. Or cela donne 


donc en vertu de (16.): 
15. Ay J=-+ı 
On pourra encore remarquer que y se reduit pour des valeurs infiniment 
petites de 2, 2, az +... . +2... fait voir 
l’equation (17.), qui, n’ayant pas de second terme, donnera la somme des 
racınes egale zero, c’est-a-dire: 


++... 
19. y =. 


B. Sı fx est impair et ®r pair, fx doit &tre du degre 2n —1 
et Or du degre 22—2. Donc on aura dans ce cas un nombre de 22 —1 
coefliciens indeterminds, et on parviendra A des formules semblables aux 
(15.); mais la fonction Y aura une valeur differente. On demontrera ai- 


done: 


sement quelle sera &gale ä > la valeur de y etant determinee par le- 
quatıon (14.), 
Casll. Si est un nombre impair et=2n-+1. 
A. Si fx est impair et Px pair, on aura: 
Gr = +... . +5,10”), 
211. (Ga) (1 — a?) (1— = — 


| 
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les 2n Equations lındaires: 
fonction Y le sera par l’equation: 
ba 

qu’on obtiendra, en faisant dans (21.) r—=0. 

Enfin le radıcal Ay est determine par 


26 Ay 


23. 


Cela pose on aura: 
or, + 92,+....+ or, = oy+(, 


Tses fonctions y et Ay sont, comme dans le cas precedent, des fonctions 
rationnelles des varıables et des radıcaux Ar, 
Az,,, et on demontrera de la maniere, qu’on aura pour des 
valeurs infniment petites de 2,,.... 
% Ay=+ı, 

si Yon suppose en möme tems que les radicaux Ar, A, : 
se reduisent ä + 1. y s’evanouira simultanement avec les variables. 

Lies formules (25.) pourront d’ailleurs &tre deduites sur le champ 
de celles du premier cas, en y faisant z,,_, = 0, et changeant ensvite n 


en 


DB. Sı fz est pair et Pr impair, on parviendra ä des formules 
semblables.. La valeur qui en resultera pour la fonction y, sera &gale 
ou est determine par la formule (25.). 

On voit donc par les formules (15. 25.), qu’on pourra toujours’expri- 
mer la somme d’un nombre donne de fonctions par une seule fonction de 
la m&me espece, en y ajoutant, pour les fonctions de la premiere espece, 
une constante, pour celles de la seconde esp@ce une certaine fonction 
algebrique, et pour celles de la troisieme espece une fonction loga- 
rıthmique. 

En faısant attention qu’une Integrale quelconque de la forıne 


dx.0x 


Azx 


£ J 
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peut £tre reduite aux fonctions or et o,r et a un certain nombre de 
fonctions de la troisieme espece, en y ajoutant une expression algebrique 
et logarithmique, il est clair qu'en faisant 
yr= 
Ya tin, + 
ou v est exprimable par des fonctions algebriques et logarithmiques. 
En vertu des formules (15. 25.) ıl est claır que la fonction v ne 
change pas de valeur, si l’on ajoute a la fonction rationnelle Or une quan- 
tite constante quelcongue, de sorte qu’on peut supposer &galement 


Je dis maintenant que la fonction ‘ est la seule qui puisse satisfaire ä 


on aura 


l’equation (27.). En eflet sı differentie cette &quation par rapport ä 
lune des variables independantes 2,, » . .., par exemple ä x,, on aura: 
/ / 
V 
Cela pose, si Yon suppose toutes les quantites 23, egales ä 
des constantes determindes, on aura, en Mettant x pour z,, et faisant 


0%; 0%; 


= 
ve = /(Ay+p) 


La fonction ne pourra done renfermer qu'une seule constante inde- 
terminde Ä, et par Conscquent: 
= 
est son expression generale. 

Les proprietes exprimees par les formules de ce paragraphe ap- 
partiennent donc exclusivement aux fonctions elliptiques. C'est pourquoi 
je les aı nommees fondamentales. 

Dans les formules que nous avons donnees, y a une valeur unique, 
mais on pourra satisfaire aux m&mes formules, en mettant au lieu de y 
une expression algebrique contenant une constante arbitraire. En eifet, 
pour avoir une telle expression, il sufit de supposer une des variables 
+ egale A une constante arbitraire, et la valeur de y 


qu’on obtiendra par la, sera la plus generale possible, comme on saıt par 
Crelle’s Jourral. IV. Bd. 3. Hft, 33 


lon tıre: 


| 
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la theorie de Tintegration des &quations differentielles du premier ordre, 
dont lintegrale complete ne contient qu’une seule constante arbitraire. 

A laide des formules (15. 25.) on pourra exprimer la somme d’un 
nombre quelconque de fonctions par une seule fonction. Il est facile, d’en 
tirer les formules suivantes: 


u u 


OU An, designent des nombres entiers quelconques, et 
est une fonction algebrique des variables 2,, .... 2,, de möme 
que les coöfhiciens dans fa et Da. Pour avoir ces formules, il sufit de 
supposer dans (13.) et (21.) un certain nombre des quantites 23, 
egales entre elles. 

Pour determiner fx, Px, on aura cette &quation: 

9 


qui doit avoir lieu pour une valeur quelconque de x. 


3, 


» 
Application au cas, ou deux fonctions sont donnees. 


u 
= 


Pour r&eduire deux fonctions ä une seule, il suflit de supposer dans 

les formules (25.): 
n == 1. 
Cela donne 
Je =wırr, 
et pour determiner les deux constantes @, et d,, on aura les deux €quations: 
=0, +2, +bAr = 0. 

quı donnent: 


x, Ax,—ax,Ax,’ Az, As 

Connoissant Ö,, on aura la valeur de y par la formule (23.), savoır pour 
n=1: 


= 


done: 


il; 
- az. u == Ü 
| I 23 2 
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ou bien en multipliant en haut et en bas par An 
31 


Sı Ion exprime a, et b,en £,, z,, y, on aura ces expressions tres simples: 
32. b=2.2,Y; — — 
I’expression de «@, se tire de l’@quation 
3\2 2 2 an 2 2 2 2 2 2 
(ze +2) —b’(1— (1— cr) = —r,)(—y’), 
en @galant entre eux les coefiiciens de dans les deux membres, 
Lies fonctions @, et y &tant determindes comme on vient de voir, 
les formules (25.) donneront, en faisant 2 = 1: 


or, = 
33. + T,Y + C, 


a 


© 


c’est-Adıre: 
34. Ay= 


Pour reduire la difference de deux fonctions a une seule, ıl sufit d’echan- 
ser les signes de x, dans les formules prectdentes, La valeur de y de- 


viendra par la: 


Sı dans les formules (33.) on fait x, egal A une constante arbitraire, on 
aura la condition qui doit avoır lieu entre les varıables de deux fonctions, 
si elles doivent &tre r&ductibles l’autre. En faisant =r, 


on aura:!: 


En differentiant, il viendra 
37 or 


Lintegrale complete de cette eqwation est donc exprimee par l’equation 
algebrique (36.), e Etant la constante arbitraire. Parmi les integrales 
particulieres il y a remarquer les suivantes: 
)y=z, reponda e=0; Ay=Ar, 


33° 


2)y=+—, qui Ay=+ 


Quant la valeur du radical Ay, elle est donnde par l’equation 
| 
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1— . \ — 
3) 5), qui repond e=1; et 
4) y=-.y ia), 


4 


Application au cas, oü toutes les fonctions donn&es sont £gales. 
Sı Ion fait dans les formules (15. 25.). 


=, =...’ Az =Az=Az,=.... 
on aura celles-cı: 


38, = + C, 


_a Aa 
== + C, 


ou 
39. — — 2) (1 — = (2? — 
z etant lıindeterminee. 
fonction y est determine par les equations (14. 23.): 


Ao bo 
2. y=— y—=- 


ach” 
Laa premiere a lieu ss la seconde si a—=2n. Les &quations 
(13°. 22.) qui doivent determiner les co@fhciens @,, 2... bi, 
ba5 »... se r@duiront dans le cas que nous considerons A une seule, savoir 
Jze+pxr.Ar=0, 
mais en vertu des principes du calcul differentiel, cette &quation doit 
avoir encore lieu, en la differentiant par rapport A x seule un nombre 
quelconque de fois moindre que On aura donc en totalite e&qua- 
tions lineaires entre les «x inconnus, d’ou Von tire leurs valeurs en fonc- 
tions rationnelles de la variable x et du radical Ax. Connoissant @,, @,, 
Dos Dis on aura la valeur deAYy äAl’aide de l’&quation: 
On pourroit determiner de cette sorte toutes les quantitds necessaires, mais 
pour mieux approfondir les proprietes de la fonction y, nous allons en- 
tamer le probleme d’une autre maniere, qui conduira successivement aux 
valeurs de y, correspondentes aux valeurs 1, 2, 3 etc. de x. 
Designons par x, la valeur de y, qui repond ä x. On aura 


or, = 
donc: 
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tm) = C+or,+@x,, 
om + Arc 


1— ? 


mais sı lon fait 


on aura, en vertu de (36.): 


= 


done: 
41. = C+ay. 
La valeur la plus generale de x,+„, qui satisfera A cette dquation est: 


ou eestune constante. Pour la determiner, soit x infiniment petit; on aura 


=(m+p)e, Ay=ı. 
L’@quation (41.) donnera: 
= (m+p)x.AcH e, 
done e=0, Ae=1 et par suite Bo c’est-a-dire: 


donc: 


1—.c” Km Cu 
On aura de la mäme maniere: 
1—.c? Km ICh 


La premiere de ces formules servira a trouver X&,+„, lorsqu’on connoit 
X et x,; on pourra donc former successivement les fonctions 
en remarquant que x, —=xr, An=Ax. 
Sı m=1, on trouvera: 


2 ‚A 


— 


En remarquant que 
U =T, 


cette formule fait voir que x, est une fonction rationnelle de x, si x est 
un nombre impair, et que x, est de la forme p.Ax, oü p est rationnel, 


sı # est un nombre pair. Dans le premier cas Get est rationnel et Ax, 


l’est dans le second. On voit Egalement que x, s’evanouira en 
tems que Ax, si x est un nombre pair. Les quantitds 


Ax + 


sont donc des fonctions rationnelles de x. 
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Sı Fon multiplie entre-elles les deux formules (42. 43.) il viendra: 


2 2 


2 
1—c 


equation, qui paroit exprimer la plus simple relation qui puisse ätre eta- 


blie entre les fonctions z,. 


En y faisant mn on aura: 


2 


De meme sı !on fait m on aura: 


— 


1— 
Ces deux formules semblent &tre les plus commodes pour le calcul des 


Pour, trouver les expressions les plus sımples de Supposons: 


u Ju 


OU 2,5 9m sont des fonctions entieres de x, n’ayant pas de diviseur com- 
mun. Bm metfant ces valeurs dans l’Equation (46.), on aura: 


Pzu 2pu u 
c? Pa 


Or ıl est evident que la fraction du second membre est reduite A sa plus 
sımple expression; donc on aura separement: 
/ . — 
En faısant les m&mes substitutions dans l’@quation (45.), on obtiendra 
49 Pau __ pu Qu-ı gu: 
Y2u—ı Ga» Pu 


Or je dis que la fraction du second membre est reduite a sa plus simple 


expression. En eflet sı l’on avoıt pour une m&me valeur de x: 


2 „2 2 2 2 


on auroıt encore: 


Mais on a en general 


done aussi: 
ou bien: 
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ce qui est impossible, car on doit avoır: 


1 
>=, 
Cela pose, l’&quation (49.) donnera: 
- 1 2 


Sı done on determine successivement les fonctions 
Pa» 9:2» Ps» Pas 
par les &quations (48. 50.), sera tonjours reduit sa plus simple ex- 
pression. m 
On pourra faire , =xr, 9, =1ı. D’apres la forme des expressions 
(48. 50.), ıl est clair que 
1) p2u-ı est une fonction entiere et impaire de x du degre (?u— 1)", 
2) p'.Axr, ou est une fonction entiere et impaire du degre 
(2 3, 
3) 9. est une fonction entiere et paire du degr& #„’—1 ou u, selon que 
f est ımpaır ou pair. 
Les fonctions z,,_, et x,, auront donc la forme suivante: 
2° 


= 


On aura par exemple: 
22Ax _ — x? 


Il est facile de voir que les co@fficiens A,, Ay, Ay, Ass 
B;,.... seront des fonctions entieres de Ona 


toujours 


oO 


La fonction z,, est, comme on voit, irrationnelle; or on peut fa- 
cilement trouver une fonction rationnelle y qui satisfasse a l’&quation 


0x 


Une fonction de cette sorte est la suivante: 


Ay = Am.) 


car on a en vertu de (37.): 


Ay 
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et y est rationnelle, puisque les fonctions Az, et x). le sont. On verri 
aisöment que cette fonction y aura la forme: 
Nous verrons dans la suite, comment les fonctions z, et y peuvent £tre 
d&ecomposees en facteurs et en fractions partielles. 

Nous ferons voir aussı que les Equations pr&cödentes sont toujours 
resolubles algebriquement par rapport A x, en sorte qu’on puisse ex- 
primer x en x, l’aide de radıcaux. 


Pour =1, on aura: 


6. 


Chapitre Il 
Sur la relation la plus generale qui existe entre un 
nombre quelconque de fonctions ellipiiques 
Apres avoir &tablı dans le chapitre precedent les propridtes fon- 
damentales des fonctions elliptiques, nous allons maintenant en faire d’ap- 
plications au probleme general, que nous nous sommes propose. Nous 
ferons voir quon pourra en ramener la solution a celle de quelques au- 


tres plus sımples. 


Sur la forme dont l’integrale d’une differentielle quelconque 
hrique est susceptible, en supposant cette integrale exprimable 
par des fonctions algebriques, logarithmiques et elliptiques, 

Soient 2; z, un nombre quelconque de variables, lides 
entres elles par des equations algebrıques dont le nombre est moindre 
que celuı des variables. Soient Yu des fonctions algebriques 
quelconques de ces variables et supposons que la differentielle 

+... 92, 
soit complete et que son intdgrale soit exprimable a l’aide de fonctions 
algebriques, logarıtımiques et elliptiques, en sorte que !on ait: 
58. 
—=u+ 4logv,-+ ....+ 4,logv, 

ou As sont des quantites constantes, u, v,, 

des fonctions algebriques des variables r,, 
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des trois especes avec des modules et des parametres quelcon- 
ques. Designons respectivement par C,, C„ les modules de ces 
fonctions, et faısons pour abreger: 


58. = Anz, 
en sorte qu’on ait en general: 
0'.0x 
59. — Anz?’ 


ou 9 est une fonction rationnelle de x” de l’une des trois formes: 


selon que Y„x est une fonction de la premiere, de la seconde ou de la 
troisieme espece. Nous pourrons m&me supposer que Ö’ soit une fonction 
rationnelle quelconque de r. 


On pourra regarder un certain nombre des quantites 
comme variables ındependantes. Supposons que les 2 premicres 
le soient: dans ce cas toutes les quantites: 


Cela pose, imagınons une fonction algebrique 0 telle qu’on puisse 

exprimer toutes les fonctions: 

ratıonnellement en 

Il existera une infinit@ de fonctions Ö qui jouiront de cette propriete. Une 
telle fonction sera p. ex. la somme de toutes les fonctions (62.), multi- 
pliees chacune par un coefhicient indetermine et constant. Üela est fa- 
cile de d&montrer par la theorie des Equations algebriques. La quan- 
tite 0, Etant une fonction algebrique des varıables r,, 2,, ., pourra 
donc satisfaire a une equation algebrique, dans laquelle tous les cocfh- 
ciens sont des fonctions rationnelles de z,, 2,, » »- » Or au lieu de 
supposer ces co@fliciens rationnels en 7,, ., nous les supposerons 
rationnels en 

Cette supposition admise, on simplifiera beaucoup le raisonnement. 

Crelle's Jonrnal. IV. Pd. 3. 34 


1; x; 
a? 


I652 19. Abel, theorie des fonclions elliptiques. 


Soit 65 
l’&quation en 0, designons son degr& par Ö et supposons, ce qui est per- 
mis, qu'il soit ımpossible, que la fonction 9 puisse @tre racine d’une autre 
equation de la möme forme, mais dont le degr& est moindre que J. 
Imaginons maintenant quon difierentie l’equation (57.) par rap- 

port aux varıables independantes Zum. est facile de voir, 
que la dificrentielle qu’on trouve sera de la forme 

Pas ?m Seront des fonctions ratıonnelles des quantites 

Donc en introduisant la fonction 0; Pas + + ?m deviendront des 
fonctions ratıionnelles de 

Cela pose, P’equation (66.) donnera separement 

et ıl est claır que sı ces Equatıons sont satisfaites, T’equation proposee (37.) 
le sera egalement. Maintenant les equations (68.) sont autant d’equa- 
tions en de Ja möme forme que /==0, ou pourront aisement re- 
duites a cette forme; mais suivant I’hypothese 7=0 est une equation 
ırreductible en 0, done ıl suit d’un theoreme connu, que toutes les equa- 
tions (68.) seront encore satısfaites, en mettant au lieu de 9 une quel- 
congue des racınes de l’equation /= 0. Donc l’equation (57.) aura lieu 
quelle que soit la valeur de 9, pourvu quelle satisfase a /=0. 


Pesıgnons par 
les racınes de lequation /=0 et par 

les valeurs correspondantes des fonctions %, fm. Lequation (97.), en 
substituant dans le second membre les expressions des quantites u, v,, 
Us donnera Alt), A(t,), .... en fonctions rationnelles 
de Var Yuz substituant ensuite au lieu de 0 suc- 
cessivement les valeurs 9,, » O5, Yequation (57.) donnera, dis-je, 
&quations semblables qui, ajoutdes ensemble, conduiront a celle-cı: 

logv; + logv/ +... + logv®l+.. log vo 


+ 
.. 


19. Abel, thlorie des fonctions elliptiques. 263 


Le second membre de cette &quation pourra encore &tre r@duit a une 
forme beaucoup plus simple. Considerons d’abord sa partie algebrique 
72. + u =Z, 

Cette fonction est exprimde rationnellement en 

mais elle est en tems symmetrique par rapport ä O,, 65, 
done en vertu d’un theoreme connu des fonctions symmetriques et ra- 
tionnelles, on pourra exprimer la fonction U rationnellement en 

et par les coöficiens de l’equation /= 0; mais ceux-cı sont eux-meö- 
mes des fonctions rationnelles des quantıtes (73.), done la fonction U le 
sera egalement. 


Soıt maintenant 
“ Ö 
’+. log logv,„ + logv,, + “oo. + 
on aura “ Ö 
= 


done la fonction /,, est aussi une fonction rationnelle des quantitcs (79. 
69.) et symme&trique par rapport 0,, 065; done on demontrera 
de la m&öme manitre, que /, pourra s’exprimer rationnellement par les 
quantıtes (75.) seules. 

ll reste a considerer la partie elliptique de l’equation (71.); or d’a- 
pres les formules du chapitre precedent, on pourra toujours faire 

Bılogy, + + D,log7, 

ou toutes les quantites 
sont des fonctions rationnelles des fonctions 


m ) 


or celles-ci sont des fonctions rationnelles des quantitcs (69. 73.), et al 
est clair qu’elles seront symme£triques par rapport 
donc enfin on pourra exprimer les fonctions (76.) rationnellement par les 
En vertu de ce que nous allons de voir, on pourra done mettre le 

second membre de l’öquation (71.) sous la forme: 

r +4 logo" loge” 


Done nous sommes parvenu A ce theoreme general: 


? 
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Theoreme II. Si une integrale quelconque de la forme 


OU Yır sont des fonctions algebriques de 2,,....2,, 
liees entre-elles par un nombre quelconque d’equations algebriques, 


peut &tre exprimde par des fonctions algebriques, logarithmiques et ellip- 
tıques de sorte qu’on ait: 


Ey des fonctions algebriques de 2, et 
des fonctions elliptigues quelconques; on pourra toujours exprimer cette 
integrale de la maniere suivante: 
etant un nombre entier; &, les m@mes que dans l’&qua- 
tion; A’, .... des constantes, et 
des fonctions rationnelles des quantites: 
Ce theoreme a non seulement beaucoup d’importance dans la solution de 
notre probleme general; mais il est encore le fondement de tout ce qui 
concerne l’application des fonctions algebriques, logarıthmiques et ellipti- 
ques a la theorie de lintegration des formules differentielles algebri- 
ques. Jen ai un grand nombre de resultats nouveaux et generaux 
que je sonsmettrai au jugement des geometres dans une autre occasion. 
Comme corollaire de ce theor&me il y a a remarquer le suivant: 
Theoreme Ill. Sı une integrale de la forme 
Sy. 
peut ätre exprimde par une fonction algebrique et logarıthmique de la forme 
u+ Alogv + A,loegv, +....+ 4, logv,; 
on pourra toujours supposer que %, . sSolent des fonctions 
rationnelles de ©, 2%, - Zus Yır Yu Si done on a 
lintegrale [yOx, ol y est lidee a z par une &dquation algebrique quelcon- 
que, on pourra supposer que Z, v,, v, etc. soient des fonctions ratıonnel- 
les de y et x *). 


*) Jai fonds sur ce theor&me une nouvelle theorie de l’iintegration des formules differentielles 
algebriques, que je n’ai pu encore publier jusqu'a present. Cette theorie franchit beaucoup les re- 
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Application du theor&me du paragraphe pr£&c&dent la relation ge- 
nerale qui existe entre des fonctions alg&briques, logarithmiques 
et elliptiques. 

On peut tirer immediatement du theoreme general demontre dans 
le paragraphe precedent, plusieurs propositions importantes, relatives ä la 
theorie des fonctions eliiptiques. 

Soit 
une relation quelconque entre les fonctions elliptiques 

dont les modules sont respectivement » » C„. pour abreger 
on fait ty [1 — a?) (1— c),2”)| = le premier membre sera la m&me 
chose que 


Donc en vertu du theor&me Jll. on pourra Eroncer 
le suivant: 

Theoreme IV. Sı Tequation (77.) a lieu en supposant que u, 
Us dv, Soient des fonctions algebriques des quantitcs x,, 
on pourra toujours, sans diminuer la gen£ralite, supposer; 
que . dv, Soient exprimees rationnellement 

En &erivant l’equation generale (77.) de cette maniere: 


on aura en vertu du theoreme I]. le suivant: 


Theoreme V. Sı l’equation (77.) a lieu, on en pourra toujours 
tırer une autre de la forme: 
= r+4loge' + loge”, 


sultats connus, et son but est d’operer toutes les r@ductions possibles des integrales des 
formules algebriques, ä l’aide des fonctions algebriques et logarithmiques. On parvient par lä A rc. 
duire au plus petit nombre possible les integrales qui representent sous une forme finie toutes les 
integrales d’une meme classe. 
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ö etant un nombre entier et les quantites 
des fonctions ratıonnelles de 
On aura encore comme corollaire: 

Theoreme VI. Si une relation quelcongue entre les fonctions 
elliptiiques » des trois especes a la forme expri- 
mee par l’@quation (77.), on en tirera une autre de la forme: 

+r+4floge + 4'loge' +....+ AP ]oge”, 
ö etant un nombre entier et toutes les quantitds 
0, A109; 9, 
des fonctions rationnelles de la variable x et du radical correspondant 
Ar. Toutes ces fonctions pourront donc se mettre sous la forme: 
olı p et 9 sont des fonctions rationnelles de x seul. 

Voila le theoreme qui nous conduira, comme nous le verrons plus 
bas, a la solution de notre probleme. 

Sı suppose toutes les varıables z,, 2,,.... Egales entre 
elles et a r, et les fonctions ayant le möme mo- 
dule, que nous dösignerons par €, le premier membre de V’equation (77.) 


sera la chose que Az, est une fouction rationnelle de 


done en vertu du theoreme Il. on pourra Enoncer le suivant 
Theoreme Sı entre les fonctions or, »o,r, II,z, IH,z,.... 
. II,x, ou IL, IL,,.... designent des fonctions de la troisieme 
espece, avec des parametres quelconques, mais avec le m&me module ec 
quoont les deux fonctions de la premicre et de la seconde espece ax et m,z, 
i! existe une relation quelconque de la forme: 
4,logv, + 4,logv, +.... + -4,logv,, 
on pourra toujours supposer que les quantites 
soieni de la forme  +gAr, ou p et 9 sont des ionctions rationnelles de 


( 


x seul. 


| 
| 
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Ce theoreme est encore d’une grande ıimportance dans la theorie 
des fonctions elliptiques. Nous en d@velopperons dans le chapitre IV. des 
consequences ımportantes pour notre objet. 


Reduction du probl&me general. 


Reprenons la formule du thdoreme VI. En la differentiant, le 
resultat sera de la forme: 
P+OAn2 
ou P et Q sont des fonctions rationnelles de x; donc on aura separement 
P=0, Q=0, done encore P—0.A„z= 0, c. A. d. la formule ($0.) 
aura lieu en faisant varier le signe du radıcal A„x. Or en designant 
par 6, etc. les valeurs correspondantes de cela 


donne 


— = — Zu. + 
ou pour abreger nous avons mis le signe de sommation 3; v’ etant la 
partie algebrique et logarithmique. En retranchant cette &quation de 
(S0.), on trouvera 
Cela pose, designons par ce le module de la fonction % et par Az la 
fonction Fy[(1—r’)(1—e’2?)|; on aura, selon ce quon a vu dans le 


chapitre I. (35.): 
09 


v’’ etant une expression algebrique et logarıthmique. 


en faısant 


Soient maintenant 

o=p+9Ant, 
ou 2, 9% r, e sont des fonctions rationnelles de x. En changeant le signe 
du radıcal A„x, on aura les valeurs de 6° et A0/, savoir 

En substitwant ces valeurs dans l’expression de y, il est clair que cette 
fonction prendra la forme: 

83.1 

ou 2 est rationnel en x. En vertu de la formule (34.) on voit que Ay 
sera aussı ratıonnel en 
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Sı maintenant on fait 
yAe-teAy 


ou e est constant, on aura encore: 


Or je dis qu’on pourra faire ensorte que z soit une fonction rationnelle 
de x. En effet il suffit pour cela, d’attribuer a la constante e une valeur 
qui fait Ae=0. 


= 


donc: 


Soit par exemple e=1, on aura 


84. 
4 


mais y’ et Ay, comme nous venons de voir, sont des fonctions ration- 
nelles de x: donc z le sera €galement. 


et dla = 


La formule (S?2.) prendra donc la forme suivante: 
355. = 
ou 7 est une fonction algebrique et logarıthmique, qui en vertu du theo- 
reme 1]. pourra se mettre sous la forme: 
u+ A,logv, + 4,logv, +.... 
toutes les quantites z, v,, . etant de Ja forme +9. 
En developpant le second membre de l’@quation (85.), on aura aussi 
la formule: 
+ Zmpı + + WuZu + 
ou en vertu des deux &quations (84. 83.) toutes les quantites 
m Ann?’ Aus 
sont des fonctions ratıonnelles de la varıables x. Cette formule est done 
une suite necessaire de la formule generale (77.) Il faut faire attention 
que est un nombre entier et que les co@fliciens &,, « . . . a, sont 


u 
pröcisement les m@mes dans les deux formules. Cest une remarque es- 


sentielle. 


A Yaide de la formule (S6.) on pourra maintenant reduire la for- 


mule generale (77.) a une autre plus simple. En effet, en elıminant la 


fonction %,, entre ces deux e&quations, on trouvera une €quation de la 
möme forme que la proposee, mais qui contiendra un nombre moindre 
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de fonctions elliptiques. Faisons m = u et mettons z, pour x dans la 
formule (86.). On aura: 

En init la fonction Y,r, entre les deux &quations il viendra: 
Mais 20 etant un nombre entier, on pourra, en vertu de ce que nous 
avons vu dans le chapitre precedent, trouver des fonctions algebriques 
telles que 

etc. 
donc la formule (87.) donnera celle-ci: 
"+ + Alogy + 4,.logv,.. 

Cette &quation a pr&ecisement la m&me forme que l’equation proposede; 
seulement elle ne contient la fonction Y,. On pourra la traiter de la 
me&me maniere et en chasser une des fonctions, par exemple W, ,. En 
continuant aınsi, on parviendra enfin A une equation qui ne contien- 
dra que des fonctions algebriques et logarithmiques, et qui ne pr&sentera 
plus de difficulte. On voit donc que le probleme general pourra £tre 
reduit a celui-ci: 

Satisfaire de la maniere la plus ä l’&quation 

+u+ A,logv + 4,loegy, + 4,logv,, 

ou designent des fonctions ellıptiques des 
trois especes, et en supposant que 


Yır Ya 
soient des fonctions rationnelles dez; et que A,Yy,, - 


.A,Y„ soient de la forme p.Az, ou p est rationnelle en z, et 
Ar le radical dans la fonction Ybz. 


Soient 


Supposons que ces &quations soient satisfaites, et soit 


0,x0 


= seront toujours des fonctions rationnelles suivant 
35 
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la nature des fonctions %, W,, .... W,, on aura: 
Om Ym OYm 0x 
m‘Y m Prn "8x 'Ax ? 


est une fonction rationnelle de x, donc lintegrale du se- 


OmYm OYm 

7 
cond mempbre pourra £tre reduite ä la forme: 

= +A + + A’ IT (a,a)+...., 
ou r est une expression algebrique et logarıthmique. En transformant 
toutes les fonctions Yr, WY,, de cette maniere, l’equation 
(87.) prendra cette forme: 
ar a, 1(z,a,) + 2%, 12,0) +....+ (2,0, 
= u+4,lgv, + + .... 


En vertu de ce que nous venons de voir ıl est clair que la solution du 


90. 


probleme (59.) pourra &tre reduite A celle des suivans: 


Probleme £. Trouver tous les cas possibles ou l’on peut satisfaire 
a lequation: 
9. (1 = 
en supposant y et » fonctions rationnelies de lindeterminde x et e et 
c‘ etant des constantes, 


Probleme. L’equation (91.) etant satisfaite, r&duire les trois fonctions: 
a(y,c'), ec), 


ä la forme: 
r+-Aor + A, 5,2 + A A’ 


ou r est une expression algebrique et logarıthmique. 


Probleme Ü. Trouver la relation la plus generale entre les fonctions 
quı ont le m&me module et la m&me varıable, v’est-a-dire: trouver 
les conditions necessaires et sufisantes pour exprimer une fonction 
de la forme: 

+ +0, (z,a) (z,0)+ :..., 
par des fonctions algebriques et des logarithmes. 


La solution complete de ces trois problemes sera l’objet principal 
de nos recherches ulterieures. Nous allons commencer par le dernier 
qui est le plus simple. 


| 
| 
A 
= 
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Chapitre Ill 
Relation la plus generale entre un nombre quelcongue de 
fonctions elliptiques de la m&me varıable et du mä@me 
module; ou solution du probleme (, 


Soient comme pr&ec&demment 
Ax= 
les fonctions elliptigues de deux premieres especes et IT«,, 
IFa,,....JITa, des fonctions de la troisitme espece, ayant pour para- 
mEetres &,, &,, ensorte que 


Cela pose, il s’agit de satisfaire de la maniere la plus generale a l’equation: 
99 + 2,2 +ß Ta, + + 
—= u+4Alogv + +.... + 4,logv,. 
Ein vertu du theoreme on peut supposer que u, » . soient 
de la forme p+9Az, ou p et g sont rationnels en r. 
Nous supposons, ce qui est permis, qu’ıl soit impossible de trouver 
une relation semblable, qui ne contenoit toutes les fonctions: 
Nous supposons encore qu’aucun des param£tres &,, &, ne soit 


egala +1 ouä +; car dans le cas contraire on pourroit, comme on 


sait, reduire la fonction correspondante de la troisieme espece aux fonc- 
tions mr et o,rT. 

Cela pos& designons le premier membre de l’&quation (92.) par 
et le second par v+ 2 Alogu. On aura donc 

93. u+72Alogr. 

Il est clair, que cette &quation aura lieu encore si fe radıcal Ar 
change de signe. Donc en designant par u’ et v’ les valeurs correspon- 
dantes de et on aura: 

— = u'+24Alogv‘. 
Cela donne 
= 


Meitons icı —x au lieu de x, on pourra gupposer que Ar reste inva- 
riable; Ja fonetion Yxr changera de signe et par conse@quent on aura, en 


N 
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designant par u”, u‘, les valeurs correspondantes de u’, u, v‘: 
? 


= u” + 
De la on tıre: 


ou p, 9, pP’, 9‘ sont des fonctions paires, on aura: 
p—92— (p—ya)As, 
P— (p"— At um 
par consequent on aura: 
v,v 
ou fx et Pr seront des fonctions entieres, dont l’une est paire et J’autre 
ımpaiıre. Nous supposerons, ce qui est permis, qu’elles n’ont pas de di- 
viseur commun. 
La partie algebrique $(u—u’+u''— u‘) est evidemment de la 
forme r.Ar, ou r est une fonction impaire de x. En &crivant 4 au 
lıeu de 44, lexpression de Wr prendra la forme suivante: 


Quant aux cocfhciens 4,, A,,.... ÄA,, nous pourrons supposer, qu’ils soit 
impossible‘ d’avoir entre eux une relation de cette forme: | 

9 mA +mA,+....+m, A, = 0, 
7,5 . m, sont des nombres entiers. En eflet, si cette &qua- 


tion avoıt gr on auroit: 
U, 
c’est-a-dire: 


ZAlogv = A.lgu + 
ou le second membre contient un nombre moindre de logarıthmes que 
le premier. On pourra donc repeter cette reduction jusqu’a ce qu’une 
equation telle que (95.) est impossible. Cela pose, il faut prendre la dif- 
ferentielle des deux membres et comparer entre elles les fonctions alge- 
brıques quı en resultent. 


Soit 


donc: 


2 
) 
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Considerons d’abord la partie logarithmique du second membre de 


la formule (94.). Soit pour abreger: 


on aura, en differentiant, un resultat de la forme: 


v.0x 
97. = — Ara} 


ou v est une fonction paire et entiere de x, savoir: 
En faisant: 


96. e = log 


99. = (fe — 
on pourra aussi mettre v sous cette forme: 

100. = 2f'x.9r — [z.6'z, 
equatıon facıle a verifier. 

Cela pose, decomposons la fonction entiere dx en facteurs de la 
forme (2?—.a?)”, et faisons en consequence: 
101. — (Pr). (Ar) = ar)" (2 — = Or. 

L’equation (100.) fait voir que sı dr a le facteur (2?—.a®)”, v aura nd- 
cessairement celui donc la fonction fractionnaire pourra 


&tre decomposee de la maniere suivante: 


PB 
m 


ou Z est la partie entiere, ß,, Bd, » - » » ß, des constantes. D’abord je 
dis que Z est une constante. En effet l’expression (98.) de v fait voir 
que le degr& de cette fonction ne pourra jamais surpasser celui de x, 
Pour trouver les coefhiciens - soit ß’ Yun quelconque entre 
eux, correspondant au facteur (2°—.a?)” de dr. On aura: 


v(a? — x?)” 


0x 


pour 
mais sı lon fait 
6r = R.(e® — 
on aura en vertu de (100): 
v(a? — x*)” 
0x 
donc en faisant 


= 


= zma.—. 


Or on a — = 0, 


| 
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donc: 


fe 


= —2ma.Au. 


et par suite: 


On a donc: 


103. — 2m„a, Aa, 


a — a, — au x? 


En multipliant par 


ar on aura la valeur de de. La formule (94.) don- 


nera donc, en 


+ etc. 


-—— x? al — x? 
En substituant une fonction rationnelle quelcongque de z au lieu de r, 
on voit sans peine qu’il sera impossible de satisfaire A cette &quation, a 
moins que r ne soit egal a zero. En se rappellant que nous avons sup- 
posö qu'il soit ıimpossible de trouver une relation entre un nombre moin- 
dre des fonctions Wa,, ... . II'a, et ayant egard limpossibi- 


lite d’une equation de la forme (95.), on verra aisement que tous les 
cocihcıens: 


doivent ötre reels, excepte un seul. Sort donc 


on aura: 
2 
done: 
Im, Sa, 2m,/Z\a, 
Q; ad, 


Cela pose, la formule generale (94.) prendra la forme: 
2m, Da 2m» AG 


@, 
log +6 
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ou les parametres &,, » &, doivent satisfaıre a l’equation 
des fonctions fx, &tant paire et l’autre impaire. 

Telle est donc la relation la plus generale entre des fonctions rap- 
portees au m&me module et a la m&me variable. 

Il est remarquable que la fonction de la seconde espece n’entre 
point dans cette relation, 

Quant a la quantit@ constante ß qui multiplie la fonction de la 
premiere espece az, elle pourra sous certaines conditions se reduire a zero. 

I’equation (105.) qui donne les relations necessaires entre les pa- 
rametres &,, %, est preciscment de la forme que celle 
que nous avons considere dans le chapitre I. En regardant &,, 
%, comme des variables, elle donnera en vertu du thcoreme 


\m, + m, ITa,-+....+m, Io, C— 7,108 


+ m.0%, 


ou 
(1—%)Ao 
a 


Les parametres &,, @, satisfont done a l’äquation differentielle: 


107. 


Pour avoır toutes les a Ic la troisieme espece quı seront reduc- 
tibles indefiniment a la premiere esp£ce, il faut faire z=1. En posant 
m=m, ona: 


108 WIa = 


I 
> 


106. 


| 
a 


Pa Sc+yx.Ax 


Pour trouver dans ce cas le parametre &, on aura l’equation: 

109. (fe? — (Pr = 
ce qui fait dependre & d’une Equation qui generalement est du degre 
Le cas le plus sımpie est celur ou mn =2. On aura dans ce cas: 


1 
1-+c? 1 


ourr oır le v —— , Les valeurs cor- 
done pourra av aleurs ve 


2 


done: 
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ot Yon pourra varier le signe de c. 
Sim=3, on aura dans le cas fx impair: 


Je = =), 


De la on tıre: 

donc en elıiminant et 5, on trouvera: 

3a}, 
Aa = 4(1— 

Sı done « est une racine de l’equation, on aura: 

| 0x a Ax 


donc: 


Generalement la quantite & sera pour un 3 quelconque racıne de l’une 
de deux &@quations: 

olı x, est la fonction de r que nous avons considere dans le {.4, du cha- 
pitre I., et qui est telle qu'on ait 


ex 
A Km "Ax’ 


et en m&me tems 
m„=0 pour 


il y a encore ä remarquer, que sı l’on designe par & une racine de 
X, =0, —, en sera une de lequation 2» —=%#. Pour prouver que « sa- 


tisfait a une des &quations (110.), ıl sufit de remarquer qu’on a (39.): 
&,„ designe la m&öme fonction de «, que lest de x. En multipliant 
les deux &quations (109. 111.) membre par membre, il viendra: 
= — ar). 
Or on tire des m@mes &quations: 
(Ar) = 
ou R est une fonction entiere. De la on voit que une des deux fonctions 
pfr—yQz.A'z 
sera divisible par (X? donc en divisant l’equation par le 
resultat sera de la forme: 
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ou lune des fonction r et e sera paire et lautre impaire. On doit donc 
avoir dabord e= 0, et ensuite etdela 0, —=0, ou a, 
Reciproquement sı lune de ces &quations a lieu, il est clair par la forme 
de (111.), qu’on pourra satisfaire ä l’öquation (109... Il y a & remarquer 
que dans le cas que nous considerons, ß ne pourra jamais ätre zero. Donc 
ıl n’existe de fonction de la troisitme espece, exprimabie par des fonc- 
tions algebriques et logarıthmiques. 

Le cas particulier le plus remarquable de la formule generale (105.) 
est celu, cu n=3 et m, =m,=m,=1. Dans ce cas, en faisant 


4, &, on aura: 


ou 
Or=b, ensorte que 


d’ou Ion tire, comme dans le paragraphe 3. du chapitre I.: 


2 2 2 ’ 
1— a? 


114. b — a = [74 
Aa 
Les deux parametres @,, &, sont donc arbitraires. 


Comme cas particulier on remarquera celui ol «, est infini. On 


aura dans ce cas a. 1 


On pourra donc reduire l’une a Vautre deux fonctions, dont les parametres 


1 
sont respectivement @, La formule correspondante pour ceite 
reduction est: 

1 
115. (—) log) 

Pour trouver toutes les fonctions reductibles lune lautre, ıl sufhit de 
faire dans la formule (104) 2=2. Cela donne 


Ne, Ne, 
16. m. +m = B.or— 


I 


—yxAx)’ 
ol les parametres @, et @, sont entre eux par 

et cela donnera une seule equation entre &, et @,. 


(La continuation dans le cahier prochain. ) 
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20. 


Beweise verschiedener Sätze. 
(Ven Herrm Th. Clausen zu Altona. ) 


FE; ist: 


Differentiirt man ir, den Ausdruck, so findet man: 


m—ı__ m m 1 m m 
+ 
da aber m + = (1—-1)” = 0 ist, so ist: 


m—ı 
yoz 


1 m- m- m—1.m—2 


Man sieht nun leicht, dafs eine nochmalıge Differentiation geben wird: 
m—2 


| m-2 


und dafs eine fortgesetzte Differentiation be die identische Gleichung 


giebt, wodurch also der obige Ansdruck bewiesen ist. 


m—2 


Es seı tangP = a, tang@'=a/, ....; wir ha- 
ben dann: 


at a 
tang(P+p) = 


tan = ta a)? 


1—.ad 


a+ aaa’ 
1— 
a’! 
1— (aa'+aa’+ aa‘) 


= 
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Bezeichnet man durch die Summe der Gröfsen a, a‘, a’, a‘, 

a”; durch (2). die Summe der Producte je 2 und 2.... 
aad-+aae” ....; durch (3), die Summe der Producte je 3 und 3, u. s. w., 
so deuten die obigen Gleichungen auf den allgemeinen Ausdruck: 


— ö)m — etc. 

1 — (2)m (4m — etc. 

Bildet man die Producte je 2 und 2 der + 1Gröfsen, a,«', a, .... a” 


so sieht man leicht, dafs die Summe der mit a” multiplicirten Glieder 
—= (n—1), ist, und dafs die Summe der übrigen (z)„, folglich 
(b.) N akı = at) (n— 1). 


Nimmt man nun an, dafs der obige Ausdruck («.) für 2 Grölsen richtig 
sei, so folgt daraus für m-+- ı Gröfsen: 


—(3) 


und durch Hülfe der Gleichung (2.): 
Der Ausdruck («a.) gılt also dann auch für die Anzahl m --1, wenn er 
für m gilt, und überhaupt allgemein, da er für m=1,2, 3 und 4 


richtig ist. 


Aus diesem Satze folgt das bemerkenswerthe Resultat, dals wenn 
die Wurzeln einer beliebigen Gleichung tang®, tangQ‘,.... . sind, man 
die Summe 9-+09’+9” etc. bestimmen könne, ohne die Gleichung erst 
aufzulösen; da die Gröfsen (})„, (2)m etc. die respectiven Coefhicienten 
der Gleichung sind. 
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280 20. Clausen, Beweise verschiedener Sätze. 


Sei fx eine beliebige Function von x, und @"=1; überdies ® eine 
solche Function, dafs 


far), 


so ıst 


Denn 


wo = ist. 


Dieser Satz giebt eine allgemeine Regel zur Erfindung der von 
Babbage benannten periodischen Functionen, 


Altona, den 3. August 1828. 
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21. Glausen, Reihen mit Sinus und Cosinus. 


21. 


Summirung verschiedener nach den Sinussen oder 


Cosinussen vielfacher Bogen fortgehender Reihen. 
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona. ) 


Der gröfste Theil dieser Reihen, deren numerische Coefhcienten mit 
den Coefficienten bekannter, nach den Potenzen der veränderlichen Gröfse 
entwickelter Functionen übereinstimmen, läfst sich durch einen endlichen 
Ausdruck summiren. Diesen gebe ich hier für die vorzüglichsten Rei- 


hen, deren Coefficienten nach bekannten Gesetzen gebildet sind. 


1. Die Coefhicienten seien die des Binomii, oder: 


. —1 . 


Man hat bekanntlich: 
eV 


= 


_ 


wodurch man erhält: 
2y = (I+ze L (1 


— cos® + Y—1; 
ev — cosP —sındY—1; 


Ferner ıst 


folglıch: 


2y = Y—1)"+ —zsinP Y— 1)". 


Ich setze: 
1 +2cos® = 
zsin® = 
wodurch sich der obige Ausdruck in 
2y = P" + sin YY—1)" + PrilcosY — sind y—ı)" 
= 
verwandelt, und also: 
y= 
Aus dem Obigen haben wir: 
= 1+22zcos® + 2° und tang) = 
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folglich ıst: 
1.) v= (1--22zcos cosm. ( ret 
Eine zweite Reihe mit denselben Coefhicienten ist: 
m.m—1, . ‚m—i1.m—?.. . 
7 2sin®+ +” a" z’sınd® +..... 


Durch Zerlegung 


(ı esV (1 e 3 V-ıym 


17m 
—= Y— —ı)" 
—= + sind — 1)" — Pr (cosbp — sind y— 1)" 
— V-ı emuV—ı), 
lolglich 
x 
(2) = (1+2zc00s9 + 2°)° sinm.(arc tangı 


Für den Fall z=1 ıst: 
= = 20055 
Psıny = sind = 2siınz® cos3ß, 
mithin 200559, tangz@ oder V=}0; es wird also: 
m.m— —) 


1. 


2 Die seien die Entwickelung von lognat(1— 


y = zcos® + 32°c08s2® + 32°c0s3® + 32°c0os4® +.... 
— log 1 — zer) —log(1—ze 
— +2°). 


| 


Seı ferner 
x = zsınd +32’sin2? + 52’sin3® +42’sin4® +...., 
so 
— log(1 — + — zer), 
/ 1— 


=) 
1— ze ’ 
eXV -ı e9 — V 
Z. 
2vV —1 
— 
1—:. 


; 
Di. 


21. Clausen, Reihen mit Sinus und Cosinus. IS. 


zsin p 


tangr = 


und also: 


zsing 
(6.) = arctang 
1— zc0sp 


Für den Fall z= ı ıst wieder 


(7.) — log(2sin} D), 
3. Die Coefhicienten seien die der Entwickelung von e“. 
1+ 2005 + 752° 0052P + 
(grsingV—ı 


9) y= e"roos(ssinf). 
Ferner: 
x = zsn® + 13° + 77: sın3d-+.... 
— er 
(10.) 2 = 


Setzt man z=1, so findet man: 


(11) ı+ cos® + + +... = ePcos(sin), 


(12.) sin® + j5;5in + 15351039 +... = e"Psin (sind). 
4, Die Coefhicienien seien die der Entwickelung von cos:z. 
— 1 2 1 + 1 6 4 
c0s2P +, 577200540 — cos6P +.... 


2y= cos(z 4 cos (z 
= —ı) + cos(zcos® — zsın®y—ı) 


= — ı) 


y = c0os(2zcos®) 


— 172 sin2d + 7557? — 554552 sin60-+.... 


21. Clausen, Reihen mit Sinus und Cosinus. 


cos (ze?) — 
005(zcos® —zsin®y — 
= — 2sin(zcos®)sin (zsin®yf—ı) 

(14) = — sin(zcos®) 


2 
Setzen wır wieder z= 1, so verwandeln sich diese Ausdrücke in: 


1) 


1 1 1 
(15.) 1— 75005204 13 3 1533700549 — 133773 cos(cos®) 5 


1 1 
(16.) 53 sindp— 1337 5 


5. Die Coefhicienten seien die der Entwickelung von z: 
1 1 
yz 20050 —; 5 +7 5200599 —.... 


2y = sin(ze! + sın (z 
2sin(zcos®)cos(zsin® Y—ı) 


zsin@p —zsinp 
(17) y = 
1 
x = zsin® — 33 —.. 


= sın(z — sın (z 
2c05(zcos®) sin(zsin®y—1), 
zsinp__ 
(18.) = cos (zcos®) 
Für z== ı werden diese Ausdrücke: 


1 einy — sin 
cosd— 19500530 + 753750850 — == sin (cos®) — 


b. Die Coefhcienten seien die der Entwickelung von arcsinz: 


1.5 1 
2cos® + 3.52 +.. 


2y = arcsın (z arcsin 


Sei 
= cosyg = ev), 
cos(?+g) = c0spcosg — sinpsing = +z*) — 2°, 


(21.) y larccos{y( 1 — 


zsin® + sin3P + +-- 


X 
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2ry—1 = arcsın (zeiV) — sin (ze 


2r = W—pV—l, 
— er e4-PV-1 9.005 (9—p) = 2%(cos + sin 7 sın 
2°], 
2[y(1—27’cos2d + =) + +1 = 0, 
e = y 2° ty 
(22.) 


3 log +y (1—2:° (1— 2z ?cos2d+ 


7. Die Coefhcienten seien die der Entwickelung von arctangz: 


y — + —.,., 
2y arctang(z arctang (z 


Sei 
tangp=z tangg = 


so ı8t v 
—1 e# 
tang2y = tang(p+9) = 


2z 


(23.) y = zarc tang 
= zsnd® — 4z’sn3Dd +4 #7’ 
2ry—1l == arctang (ze) arc tang (ze), 


_ e-yV-i IzsingV —1 
tung (rn) =" 


Nun ist 
cos (p—N—sin(p—g)V 


1—tan(p—V—l 1 2zsinp+:* 
1—2zsinp+z?’ 


1-+2zsing+ :? 
1—2zsinpg+ 


e** 


fol slıch 


(24) z = log 


8. Die Coefficienten seien die der Entwickelung von tangz: 


y= + fz’cos30 +Bz’cos5® +.... 
2y = + 1g(z e 
sin(zesV - cos sin ( ger) 
cos (ze1V - (ze 


es ıst aber 
Crrllarz Fonrnal. IV. Bd. 3. Aft. 37 
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aos ")cos(ze/) — cos (z cos _ 


+ 


= 4c005(2z2cos®) + 
clso 
sin (2 zcos p) 
35) y= 2sin(2zcosgp) 


L2%cos(2zcosp)? 
x = + Az’sın3d + +.... 
2xy—ı = tang(z — tang(z 
sin z (e9 V-1_04 
sin?(zsinpV —1) 
Zessinp Loos(2zcosp) 
e-2:sinp__ o?zsinp 
e?2zsinp o-2zsiny 
(26.) ezsingL 2cos(2zcosp)' 
Altona, den 3 August 1828. 
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22. 


Über die Potenzial-Functionen. 
(Von Hrn. Prof. C. Gudermann zu Üleve.) 


1. 

Di. cyklischen (trigonometrischen) Functionen sin&k, cosk, tangk und 
cot& und die umgekehrten arc(sin=2), arc(cos=z), arc(tang=2z) und 
arc(cot=2z) versagen allemal dann, wenn der Arcus (Winkel) imagi- 
när wird. In einem solchen Falle pflegte man bisher jene in Exponen- 
zıal-Functionen, und die vier letzteren in logarıthmische umzusetzen, 
welches in der That immer angeht, um die Unmöglichkeit wegfallen 
zu lassen. Hiermit ist aber ein Übelstand verbunden, welcher eben da- 
her rührt, dafs jene acht Functionen bei einem solchen Übergange vom 
unmöglichen Arcus zum möglichen ın zwei Formen gezwängi werden 
müssen, so dafs in vielen Fällen nicht nur lästige Umrechnungen erfor- 
derlich sind, sondern dafs auch das Resultat nun in einer viel unbeque- 
meren Gestalt, als vorhin erscheint, und dieses ist freilich am schlimm- 
sten. Da nun aber die cyklischen Functionen nicht blofs in der Geo- 
metrie, sondern auch in der reinen Analysis selbst, täglich gebraucht 
werden, so kann mit Recht verlangt werden, dem Gebrauche derselben 
die gröfste Allgemeinheit zu geben, so dafs arithmetische Ausdrücke, 
welche cyklische Functionen enthalten, dann, wenn dieselben oder ihr 
Arcus imagıinär werden, ungeachtet der Abwerfung des Imaginären, 
sich nicht so unähnlich werden, wıe bisher der Fall war. — Die all- 
genieine Arithmetik darf solche Beschränkungen, die nicht von ihr, 
sondern von der verschwisterten Geometrie herrühren, nicht dulden — 
ihre Formen müssen allgemeine sein. 

Die berührten Weitläufigkeiten und Unbequemlichkeiten fallen 
weg, wenn wir die Beschränkung auf nur zwei Formen (Exponenzial- 
und Logarithmen-Ausdrücke) aufheben und statt derselben den vorigen 
cyklischen Ausdrücken eben so viele andere, also ebenfalls acht neue 
Formen für eben so viele Functionen gegenüberstellen, die dann am füg- 
lichsten hyperbolische Functionen (wach der gleichseitigen Hyper- 
bel) heılsen. 
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Die Analysis, als solche, kennt aber weder den Kreis, noch die Hyper- 
bel, und daher mag eine Benennung hinzukommen, welche nicht mehr 
auf diese Curven hinweiset. Die beiden Hauptarten der Functionen ma- 
chen in der That ein einziges Geschlecht von Functionen aus, — sie 
mögen also zusammen Potenzial-Functionen heifsen, weil ihnen bei 
ihrer analytischen Nachweisung der Begriff einer Potenz als Haupt- 
begriff zum Grunde liegt. Nicht geometrische, sondern arithmetische 
Benennungen würde man ja auch hier haben, wären diese Functionen 
der Analysis nicht durch die Geometrie zugeführt worden, sondern hätte 


die Analysis, völlig unabhängig von der Geometrie, dieselben horvorge- 
hoben und ihre Beziehungen entwickelt. 


2. 
Man kann die Potenz u“ dergestalt zweitheilig P+0Q ausdrücken, 
dafs auch ihr reciproker Werth u”* dieselben zwei Theile P und Q hat, 


nur dafs der zweite Theil Q ein entgegengesetztes Vorzeichen erhält. 
Setzt man in der That: 
u" P+Q, 


u 


x —x 
so findet man rückwärts P=- und 


Die Function P heilse Cofinus der Zahl x für die Grund- 
zahl z, und eben so heifse QO Ginus der Zahl & für die Grund- 


zahl vu. Der (Juotient heifse Tangente und der reciproke Co: 


tangente der Zahl x für die Grundzahl u. Das gemeinschaftliche 
Argument x kann Arcus (eine Zahl) genannt werden. Die Bezeich- 
nung sei folgende: 


P=(os(2,u); u); 3 —= Tang(x,u) und 5 —= (ot (z, u). 


Ist die Grundzahl v zugleich die Grundzahl e= 2,71828.... des 
natürlichen Logarithmensystems, so kann sie zu gröfserer Kürze in der 
Bezeichnung wegbleiben, und man hat einfacher: 

Die Potenzialfunctionen heifsen in sofern selbst natürliche. Man fin- 
det z.B. 


Cos1 — 1,54308 06348 15243 77847 79053, 
Sini = 1,17520 11936 43801 45688 23812. 
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Also 
et! Sinti = 2,71828 18284 59045 23536 02865 und 


(osl1— Sini = 0,36787 94414 71442 32159 


3. 
Setzt man nun ey —1 für x, so findet man (Y—1ı mit 7 bezeichnet): 
Sos(ix) = cosx und umgekehrt cos(ix) = Cosr, 
Gin») =isinxz und umgekehrt sin (ix) = 
Tang (?x)= itangx und umgekehrt tang (ix) 
(ix) = —ixcotx und umgekehrt cot(ix) = —i.Cotx. 
Die Potenzial-Functionen der einen Hauptart gehen also, wenn statt des 
Arcus x der unmögliche 2x genommen wird, über in Potenzial- Functio- 
nen der anderen Hauptart: — also die hyperbolischen in cyklische und 
umgekehrt, die cyklischen in hyperbolische. Man findet z. B. 
cosl1 = 0,54030 23055 68039 71740 09367 == 


= 0,84147 09848 07896 50665 2504 = 


und es ist dann: 

e cosl +i.sinil = Cosi’ + Ein;, 

cost —i.sinl = Cosi — Eini. 
Schon hieraus ist die Leichtigkeit abzunehmen, mit der man arithme- 
tische Ausdrücke mit Potenzial-Functionen, wenn der Arcus unmöglich 
ist, sogleich von der Unmöglichkeit befreien kann. Man hat nicht 
einmal nöthig, die Benennungen der Functionen abzuändern, sondern 
nur statt der lateinischen Vorsilben deutsche oder umgekehrt zu neh- 
men. Die kleinen, mit dem Factor oder Divisor 2 vorzunehmenden Rech- 
nungen können immer im Kopfe bestritten werden, und sind kaum Rech- 
nungen zu nennen. Die hyperbolischen Functionen sind ebenfalls perio- 
disch, wie die cyklischen, sie haben aber unmögliche Perioden. 


4. 

Gerade diese Leichtigkeit der Übertragung hielt mich lange ab, 
eine umfassende Theorie der Potenzial- Functionen zu entwerfen, weil 
mir der Gegenstand, ungeachtet des grofsen Nutzens, den die Einführung 
gerade der hyperbolischen Functionen in die Analysis stiftet, in theore- 
tischer Hinsicht zu unbedeutend schien, da ja fast alle, die cyklischen 
Functionen betreffenden Beziehungen sogleich in die verwandten, für die 
hyperbolischen Functionen geltenden umgesetzt werden können. Was 
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noch zu leisten übrıg sei, bestand nach meinem anfänglichen Dafürhal- 
ten in der Anfertigung logarithmisch-hyperbolischer Tafeln, ähnlich den 
logarıthmisch -cyklıschen, weıl ohne dieselben die neue Terminologie 
blofs eine Erweiterung der alten gewesen wäre, und der ıhr zum Grunde 
liegende einfache Hauptgedanke nur das Bedürfnifs der genannten Tafeln 
lebhafter empfinden lasse. Ich begann die Anfertigung derselben, und 
die mehrjährige, obgleich häufig unterbrochene Arbeit führte mich nicht 
selten zu theoretischen Betrachtungen über die hyperbolischen Functio- 
nen und ihre Brauchbarkeit in der Analysis. So entstand wider meinen 
anfänglichen Willen eine Theorie der Potenzial- Functionen überhaupt, 
welche ich den berechneten Tafeln beizufügen und dem Publikum näch- 
stens zu übergeben gedenke, weil sie Resultate enthält, die ich der Auf- 
merksamkeit der Analysten nicht unwürdig halte. 


Um eines anzuführen, weil es auf die Construction der Tafeln Be- 
zug hat, bilde ich die Gleichung @os®.cosk = 1, welche eine Beziehung 
zwischen den beiden Arcus ® und # ausdrückt, die ich durch ® = !k 
und umgekehrt 4=/®@ bezeichne. Ich nenne 2% die dem Arcus & zu- 
gehörige Längen-Zahl, und /@ die dem Arcus ® zugehörige Lon- 
gitudinal-Zahl. Man hat dann zunächst: 

=i.lk und /(ik) 

In Anwendung dieser Functionen £% und /&k hat man dann ferner die 
folgenden Formeln: 


1 1 
und cosk = 
Cınk = tang/k sın k Zangtk, 
Tanak = sin/!k - tangk Ginkk, 
1 
Cak = Sinür’ 
= tangz tangzk = 


Man wird bei diesen Formeln nicht übersehen, dafs die hyperbolischen 
Functionen in Anwendung von /k eben so auf die cyklischen, wie um- 
gekehrt die cyklischen Functionen in Anwendung von £# auf die hy- 
perbolischen zurückgebracht werden. Ich übergehe die zusammengesetz- 
teren Formeln, und mache nur noch aufmerksam darauf, dafs wenn 
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man Tafeln anfertigt, woraus man für jeden Werth von k den zugehö- 
rıgen Werth von 2# entnehmen kann, diese Tafeln auch umgekehrt 
dazu dienen, zu einer Zahl die zugehörige Zahl /k daraus abzulesen. 
Solche Tafeln habe ich für die Zunahme eines Winkels von Minute zu 


Minute, zwischen den Grenzen k=0 und i=- mit sieben Dezimal- 


ziffern berechnet und sie so eingerichtet, dafs sie mit gleicher Bequem- 
lichkeit beı beiden Kreis-Eintheilungen gebraucht werden können. Da- 
durch sind also die hyperbolischen Functionen auf die cyklischen und 
umgekehrt auch diese auf jene in völlig gleicher Weise zurückgeführt. 


6. 

Durch diese Tabellen ist also die Möglichkeit gegeben, zu jedem 
Arcus den Werth einer beliebigen hyperbolischen Function, und umge- 
kehrt, aus ihr den Arcus zu finden. Ungeachtet der Vermittelung geht 
die Arbeit bei einiger Fertigkeit einfach, schnell und bequem von Stat- 
ten, so dafs man sich also fortan ohne Unterschied der Potenzial- Func- 
tionen bedienen kann, gleichviel, ob sie hyperbolische oder cyklische 
sind. Für die letzten 12 Centesimal-Grade sind die Dezimalbrüche aus 
besonderem Grunde in 10 Dezimalstellen berechnet, und in einer Neben- 
tabelle niedergelegt. 

Dabei fand sich ein Fehler in der Angabe des natürlichen Toga- 
rıthmen der Zahl 1099, welcher nicht 7,0021 (1)595 4403 ...., sondern 
7,0021 5595 4403 ..... ist. Der Fehler steht in dem Thesaurus loga- 
rithmorum von Vega und in den Tafeln von Callet. Ich bringe ihn 
hiermit zur allgemeinen Kenntnifs, damit ihn Jeder in seinen Tafeln 
verbessern möge. 

Es giebt Reihen, welche nach vorgenommener Reversion 
andere Reihen hervorgehen lassen, welche ihnen selbst nicht nur ähnlich 
sind, sondern mit ihnen sogar so weit übereinstimmen, dafs nur noch 
eine Abweichung in den Vorzeichen vor den einzelnen Gliedern Statt 
findet. Diese Beschaffenheit haben die Reihen: 


+61. + 2702765. 735 


+ 199360981. 193915121415. + 2404879661674. ete. 
und 


k— 549.5 — 61.55 +1385 5 50521. — eltc., 


ir 
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worin 3’ ==1.2.3; 9.6.7; u. 8 w. ist. 
Setzt man anlie z. B. in der zweiten Reihe &k für A, so hat man, 
weil = ist: 

k)3 


45. — 61. Sa + — etc., 


und dieselbe Reihe wırd man Kin finden, wenn man die erste Reihe 
umkehrt. Es ist übrigens auch: 


Doch, wozu ın dieser Ankündigung solche Einzelnheiten, da für alle 
keinRaum vorhanden ist. Daher werde ich auch die geschlossenen Aus- 
drücke für und /k übergehen, 

Wenn das Argument oder der Arcus k der Functionen cosh, sinh, 
tangh, cotk gröfser als vier ist, also auch £k>4 ist, so geht die Be- 
nutzung der Tabelle für £k nicht ganz so leicht von Statten, als für 
YA4<£4; daher berechnete ich die briggischen Logarithmen der Functio- 
nen Cosk, Eink und Tangk selbst für eine Zunahme um Ak= 0,001 in 
% Decimalziffern bıs zu der Weite hin, über welche hinaus keine Ta- 
fein mehr nöthig sind. Die Gröfse Ak= 0,001 ist klein genug, dafs 
eine Einschaltung ohne die Anwendung der zweiten Differenzen, und 
also in grofser Leichtigkeit möglich ıst. Es hätte zum beabsichtigten 
Zwecke hingereicht, diese Tabelle von k=4 an fortgehen zu lassen; 
statt dessen fängt sie schon mit k=2 an, so dafs nun schon die brig- 
gischen Logarithmen der hyperbolischen Furctionen des Arcus k in Ta- 
bellen gebracht sind, und nur noch die zwischen die Grenzen A= 0 und 
k=—=2 fallenden fehlen. Wären auch diese berechnet, so wäre die Rea- 
Isirung aller hyperbolischen Functionen eine unmittelbare, d. h. man 
hätte dabei dann die vermittelnde Function X%A nicht mehr nöthig, ob- 
gleich diese Function Ak an und für sich wichtig genug ist, und die 
für sie berechneten Tafeln also nie überflüssig sein werden. 

Gern würde ich es sehen, wenn mir ein Anderer, dem mehr 
Yülfe, als mir, zu Gebote steht, vorgriffe, und die briggischen Logarith- 
men für die bezeichnete nicht eben grofse Lücke ebenfalls berechnete; 
_ denn es könnten Jahre hingehen, ehe ich, fast ohne alle Hülfe, die ab- 
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gebrochene lästige Arbeit wieder aufnähme, die ich auch gewils nicht 
bis zu der gegenwärtigen Ausdehnung würde fortgeführt haben, hätte 
nicht die lebhafte Vorstellung des Nutzens mir die nöthige Ausdauer ver- 
schafft und den Widerwillen vermindert, welchen der dabei nöthige Me- 
chanısmus des Interpolirens erzeugt. 


8. 

Was den Inhalt der diesen Tafeln beizufügenden Theorie betrifft, 
so werde ich darüber hier nicht ferner reden, sondern nur noch eine all- 
gemeine Auflösung der unreinen cubischen Gleichungen mittheilen, wo- 
durch die Cardanische Formel überflüssig wird, weil sie ın der Bequem- 
lichkeit nachsteht. Es seı: 

so sind die drei Wurzeln der Gleichung: 

x —= (2y b).Cos(}k), 

(2yb).Cos(4k+3 

—= 
wenn man den Arcus # nach der Formel: Gosk—1c.b”? bestimmt. 
Diese Auflösung ist ganz allgemein. Nach den besonderen Werthen 
von 5b und c müssen aber für die numerische Auflösung einzelne Fälle 
unterschieden und nach ihnen die allgemeinen Formeln modificirt werden. 


1. Wenn 5 und ce positiv und $e.d”?>1 ist: 
Gosk = 
(2yb).Coszk, 


| 


— (y3bi. Ein} 


2. Wenn 5 positiv, aber c negatıv und die absolute Gröfse 
3c.b’?>1 ıst: 


—= — (2yb).Costk, 
= — iy3b). Ein}k, 


3. Wenn b negativ ist, so hat man: 
D 3 
= %c.(— 5b), 
Crelle's Journal. IV. Bd, 3. Hft. 38 
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= (2V—b).Ein}h, 
"= — 


— — i(y—35).Costk, 


4. Wenn zwar 5 positiv, aber Zc.5”2<ı ist, dann hat man 
cosk — 4c.b”3, 
x (2yb).cos$h, 
= = 


(2yb).cos(!;k—!r) = — — (vV3b).sinzk. 
In dem vierten und einzigen Falle kommen also die cyklischen 
Potenzial- Functionen in Gebrauch. Die Herleitung dieser speciellen Fer- 


meln aus den allgemeinen erfolgt nach sehr einfachen und allgemeinen 
Regeln; statt ihrer füge ich ein Beispiel bei, welches in Anwendung 


der vermittelnden Function gerechnet ist. 


9. 

Die Wurzeln der Gleichung 20514x — 1988360 sind: — 178; 
sS9+1:.57 und SI—1.57. Sehen wir, was die Rechnung giebt. Weil 
log (45°) positiv und e negativ ist, so rechnet man nach den Formeln ?. 
Setzt man, um die Vermittelung einzuführen, sogleich £% für k, so hat man: 


und 
+ 
Also 


logcosk = 9,7549504,5 — 10, 
k = 0%,61482497 (neue Eintheilung), 
0,3881493, 
= 0,1293831, 
0%,24112771, 
also logx’ 23,2504200,, ferner log(Y3b.tang?zXk) 
und log 178 = 2,2504200 und log 57 


| 
‚7558748, 
‚1998748, 
| 
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Also sind die Wurzeln, wie oben angegeben worden ist. Eine so grolse 
Übereinstimmung dieser mit sieben Decimalziffern geführten Rechnung 
hatte ıch, angesehen die Gröfse der Zahlen 5 und ce im behandelten Bei- 
spiele, selbst nicht erwartet. Es bedarf der Erinnerung nicht, dafs die 
Rechnung noch ansehnlich kürzer würde gewesen sein, wenn man sie 
ohne die vermittelnde Function geführt und die Tafeln der logarıthmisch- 
hyperbolischen Functionen selbst benutzt hätte. 

Was endlich die Wahl der mit deutschen Buchstaben gedruckten 
Vorsilben: os, Sin, Tang, Got, Arc. Sin, Arc. Arc. Tang; Arc. Got und 
auch dıe des Zeichens X betrifft, so wird sie aufserhalb Deutschland viel- 
leicht nicht ganz gefallen. Man kann dafür lateinisch geschriebene Vor- 
silben mit grofsen Anfangsbuchstaben und so auch für £ nehmen Z, um 
durch diese grofsen Buchstaben die Unterscheidung von den cyklischen 
Functionen anzugeben. Auffallender aber ist allerdings die Unterschei- 
dung durch die von mir genommenen deutschen Buchstaben. Möge 


meine Mühe nicht vergebens gewesen sein! 
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23. 


Von der Zerlegung symmetrischer Polyöder. 


In Folge des Lehrsatzes S. 100., 4ter Band dieses Journals. 
(Von Herrn M.....) 


Wenn in zwei dreiseitigen Pyramiden (Tetraedern) drei in einer Ecke 
zusammenstofsende Kanten der einen dreien in einer Ecke zusammen- 
stofsenden Kanten der andern, und die von den ersten gebildeten ebenen 
Winkel den Winkeln, welche die letztern einschliefsen, stückweise gleich 
sind, so sind die beiden Pyramiden, wie bekannt, entweder congruent 
oder symmetrisch. Sind aber aufserdem in der ersten Pyramide, 
und also auch ın der zweiten, zwei dieser Kanten und die Winkel, 
welche sie mit der dritten bilden, unter sich gleich, so fällt der zuletzt 
genannte Fall weg, und beide Pyramiden sind congruent. 

Es sei nun Sabe....n eine nseitige Pyramide, um deren Grund- 
fläche ein Kreis beschrieben werden kann, und deren Spitze S so liegt, 
dafs die von dieser Spitze nach dem Mittelpunct O der Grundfläche ge- 
zogene Gerade ‚S() senkrecht auf letzterer steht, so wird sich um die 
Grundfläche @’5’c‘....n’ der ihr symmetrischen Pyramide S’a’b’c’....n‘ 
ein Kreis von gleichem Radius beschreiben lassen, und die von der Spitze 
nach dem Mittelpunct ©’ der Grundfläche a’ b’c’....n’ gezogene Gerade 
S’0‘ wird senkrecht auf letzterer sein. Jede der beiden Pyramiden lälst 
sich nun in n dreiseitige Pyramiden SOab, SObe,....SOmn und 
.... S’O’m’n‘ zerlegen, welche nach dem was an- 
fangs bemerkt worden, respective congruent sind. Man kann demnach 
folgenden Satz aufstellen: 

Von zwei symmetrischen zseitigen Pyramiden, deren 
Grundflächen centrisch nach den Ecken sind, und deren 
Spitzen senkrecht über dem Mittelpunct der Grundflächen 
liegen, lälst sich jede in z dreiseitige Pyramiden zerle- 
gen, so dals die einen den andern einzeln genommen con- 
gruent sind. 

Construirt man zu einem Polyöder P, durch dessen Eckpuncte 
eine Kugeliläche gelegt werden kann, ein ihm symmetrisches Polyeder 


{ 
- 
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P', indem man von den Eckpuncten a, b, c,..... des ersteren auf eine 
beliebige Ebene die Senkrechten az, bß, cy,....fället, und auf den 
Verlängerungen derselben, jenseits der Ebene, gleiche Stücke ««’, Bb‘, 
ye',.... annimmt, und fällt man dann vom Mittelpuncte O des Polye- 
ders P auf dieselbe Ebene eine Senkrechte O», auf deren Verlängerung 
man a0’=Ow annimmt, so geht eine, aus dem Mittelpunct O° mit dem 
Radius Oa beschriebene Kugelfläche durch alle Eckpuncte des Polyüders 
Denn, weil wa=uwa; und die Winkel 
O'wa, und rechte sind, so ist das Viereck £ O'wau‘; 
daher ist Oa=0'«a‘, und aus ähnlichen Gründen it Ob=0'%b'‘, 
u.8.w.; also ist us. w. 


Jedes der Polyöder P und P’ läfst sich nun, indem man eine jede 
Seitenebene zur Grundfläche und den Mittelpunct O, oder OÖ‘, zur Spitze 
annimmt, in so viele Pyramiden zerlegen, als das Poly&der Seitenflächen 
hat; die Pyramiden in dem einen Polyäder sind alsdann im Allgemei- 
nen denen im andern symmetrisch, ihre Grundflächen sind centrisch 
nach den Ecken und ihre Spitzen liegen senkrecht über den Mittelpunc- 
ten dieser Grundflächen, was aus bekannten Eigenschaften der Kugel 
folgt. Da sich nun je zwei dieser Pyramiden, nach dem vorher aufge- 
stellten Satze, in so viele congruente Tetra@der zerlegen lassen, als ihre 
Grundflächen Seitenlinien haben, jede Seitenlinie aber zu zwei Grund- 
flächen gehört, so hat man folgenden Satz: 


Von zweı symmetrischen Poly&@dern, welche centrisch 
nach den Ecken sind, läfst sich ein jedes in doppelt so viele 
Tetra@öder zerlegen, als es Kanten hat, und zwar so, dals die 
Tetra@der in dem einen Polyöder denen im andern einzeln 
congruent sind. 


Da jedes Tetraöder einen Mittelpunct der Ecken hat, so kann von 
zweı symmetrischen Tetra&dern (weil hier die Anzahl der Kanten gleich 
6 ıst) jedes in 12 Tetra&der zerlegt werden, so dafs die des einen denen 
des andern einzeln congruent sind. 


Von zwei beliebigen symmetrischen Poly&dern kann aber ein je- 
des, wenn die Anzahl der Ecken gleich e ist, und wenn e die Anzahl 
derjenigen Ecken bedeutet, welche mit einer bestimmten Ecke E in den- 
selben Grenzflächen liegen, in 2(e—2) oder auch in (le—s—4) Te- 
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traöder *) zerlegt werden, so dafs dıe Tetra@der des einen denen des an- 
dern Poly@ders symmetrisch sind, und jedes von solchen zwei symme- 
trischen Tetra@dern läfst sich, wie eben gezeigt, ın 12 Tetra@der zerle- 
sen, die einzeln congruent sınd; daher der Lehrsatz: 


Von zweı symmetrischen Polyedern läfst sich ein je- 
des ın 24(e—2) oder auch in 12(@e—e—4) Tetra@der zerle- 
gen, so dafs die einen den anderen congruent sınd. 


*) Iu jedem Polyeder namlich ist bekanntermafsen die Samme aller ebenen Winkel auf der 
Oberfläche gleich 4(e— 2) rechten Winkeln. Ist das Poly@der von lauter Dreiecken begrenzt, so 
mufs, weil in jedem Dreiecke die Summe der Wiukel zwei rechte beträgt, die Anzahl der begren- 
zenden Dreiecke gleich 2(e—2) seyn. Ist aber das Poly@der auch von andern Figuren begrenzt, 
so lälst sich jedes dieser Polygone durch Diagonalen aus einem seiner Eckpuncte in Dreiecke zer- 
legen, ohne dafs dadnrch neue Winkelspitzen entsteben; daher ist auch dann noch die Anzahl aller 
Dreiecke gleich 2(e — 2). 

Nimmt man nun diese Dreiecke zu Grandflächen und einen Punct innerhalb des Poly@ders 
zur Spitze von Pyramiden, so ist der Körper in 2(e—2) Tetraäder getheilt. 

Nimmt man aber den Eckpunct E zur gemeinschaftlichen Spitze der Pyramiden, so erhält 
ınan offenbar Pyramiden weniger ‚| also = 2e —:—4 

Anm. d. Verf. 


| 
| | 
| | 
| | 
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24. 
Über einen allgemeinen, die Bernoullischen Zahleı 
und die Coefficienten der Secantenreihe 


zugleich darstellenden Ausdruck. 
(Von Herrn Prof. H. F. Scherk zu Halle. ) 


I: einer vor einiger Zeit erschienenen Abhandlung *) über die nume- 
rischen Coefficienten der Reihe, die man erhält, wenn man die Secante 
nach den graden Potenzen des Bogens entwickelt, habe ich unter andern 
auf dıe grofse Analogie aufmerksam gemacht, die zwischen den dort ge- 
gebenen independenten Ausdrücken jener Cocflicienten und der Bernoul- 
lischen Zahlen Statt findet. Man sieht aber sehr leicht, was auch schon 
dort erwähnt wurde, dafs man beide Arten von Coöfhicienten, die der 
Secantenreihe und die der Tangenten-, Cotangenten- und Cosecanten- 
reihe, also die Bernoullischen Zahlen, gar nicht von einander zu trennen 
und als Coöficienten verschiedener Reihen-Entwicklungen zu betrach- 


ten braucht. Bezeichnet man nemlich die 1ste, 2te,... . zte Ber- 
3 2n—1 


1 
noullische Zahl resp. durch B, B,.... B, und den Isten, ?ten, ... 


2 4 


nten Secanten-Coeffhicienten resp. durch B, B,.... B, so hat man 


3x) = + 


F 


2n 


Also sınd die und lie Zuahlen zu- 
gleich die Coefhcienten der nach den Potenzen von © entwickelten tri- 


gonometrischen Function tang($#-+3x). Kann man daher auf irgend 


*) S. meine „Mathematische Abhandlungen.” Berlin, 1825, bei Reimer. Erste Abh. 


**) Dem Zwecke dieses Aufsatzes gemäfs, habe ich hier eine andere Bezeichnung als in der 
2n-ı 2n 


ı 
erwähnten Abhandlung gewählt. Was hier B, B,.... B, B ist, warde dort durch B, a, . .. 


n 
B, & bezeichnet. 
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eine Weise den allgemeinen Ausdruck des Coeflicienten von x”, 
es seı 2 gerade oder ungerade, in dieser Reihe in entwickelter oder un- 
entwickelter Form angeben, so wird derselbe die Bernoullischen Zahlen 
und die Coefficienten der Secantenreihe zugleich darstellen: jene, wenn 
man 72 ungerade, diese, wenn man 2 gerade annımmt. Mit der Ent- 


wickelung eines solchen Ausdrucks soll gegenwärtiger Aufsatz sich be- 
schäftigen. 


Da nach dem Taylorschen Lehrsatze 
tang (gr = 


= O?ian Ortangy 2” 


nach der Ei ARTE y=4n gesetzt, ist, so sieht man offenbar, dafs 


t 
es nur darauf ankömmt, Zn zu finden, indem eigentlich u 
schon der verlangte allgemeine Ausdruck, nur in unentwickelter Form, ist. 
| Es ıst aber 


tangy+ 


die Summe für 2=1,2,3.... genommen, und 


1 


Entwickelt man also diesen Ausdruck nach den Potenzen von k, so ıst 


.. 
der Coeflicient von 133 —! Ta Diese Entwicklung haben aber . 


Huler und Laplace beniits vorgenommen. Der erste hat nemlich ge- 
funden, und der zweite direct bewiesen *), dafs, wenn man 


dut Au +et.=ı+34u" (für2=1,2,3 ...) 


setzt, wo p und v beliebige Zahlen sind, und e die Zahl, deren natür- 
licher Logaritımus = 1 ist, bedeutet, man 


2 A, 
1.2.3....(p— 1)” 


*) S. Euleri Institut. cale. diff. P. II. Cap. VII. 8.173. und Lacroix sraite du «ale. 
diff. ete. Seconde edit. T. III. p. 107 fl. 
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habe, wobei 
4, =], 


A, + 1), 


1.2.3 

sei. Setzt man hierin V—1, so erhält man: 


— 1 V—ı + 1 | 
=: + z (— 1)" (V— 1)" or AK”, 


Folglich 


1 —ı 2 
+1 —ı +1 


4 


Vergleicht man dies mit dem obigen Ausdrucke für 


tang(y+h) = tangy + —, 


für dieselben Werthe von z, so hat a 
Es ist aber, wenn für p sein Werth gesetzt wird: 


IA, — 4, +... +(—1)"74, 
(—1)".1.2.3....n. 
—ı 


n 
+ 


R 
1)" 
wenn die in Klammern eingeschlossene Reihe durch R bezeichnet wird. 


Demnach ist 


Creile’s Jowrnal. IV. Bd. 3. 39 


= tangy + 
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Aus der Reihe R können die unmöglichen Quantitäten weggeschafft wer- 
den, wenn man die gleich weit von Anfang und Ende abstehenden Glie- 
der zu einander setzt, und bemerkt, dafs 


n 


Alsdann ist nemlıich: 


n-eh+ 


*) Diese Eigenschaft der in Rede stehenden, bei Summationen von Reihen bekanntlich sehr häufig 


vorkommenden Coöflicienten erhält man sehr leicht aus der Art ihrer Entstehung. Es war nemlich 
n 
—_e 
wo 
n 


n n N n 
AP + AP APR An 
1.2.3....2(p—1)” 


n 
Es sind also A,, 42. ...A.... Functionen von p, hingegen A,, Az.... von p unabhängig. Setzt 


ie 


man nun — für p, so hat man 


/ 


e 


p 
| 


wo 
(3.) 


2 >} n 


1 I 
Nach (1) ist a=—pA, a=pA,.... a=(—1)" 4, also wenn hierin für a » und A ihre 
Werthe aus (1.) und (3.) substituirt werden: 


+....+4,p = 4,p +4A,p +...+ 4,74 P 
und da diese Gleichung für jedes p gilt, so hat man offenbar : 

n n n n n n 
Diese Gleichungen werden gewöhnlich auf eine andere Art, etwa aus der Theorie der Diffe- 


renzen (s. z. B.’Lacroix a. a OÖ, pag. 110 ff.) bewiesen, was aber die Kenntnifs der Co@fhicienten 
n n 


Ay, 4r etc, voraussetzt. Die hier gegebene Beweisart kann auch in anderen Fällen auf eine ähn- 
liche Weise angewandt werden, vorzüglich alsdann, wenn man die Coöfficienten noch nicht kennt. 


‘ 
| n n M n ” 
...» 
(?.) 
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Da aber für jedes ganze r, (— = also 
ist, so wird 
v—-y)"R= 
1)(gr +Yy)+ etc. 
Das letzte Glied dieser Reihe ist, für ein gerades n, = 2A, cos(3r7-4+Yy), 
und für ein ungerades z, = 
Beide Fälle lassen sich entweder durch die Bezeichnung j 


@—v) 


2 
wo v= 5 ist, zusammenfassen, oder man kann auch die oben 


zusammengezogenen, von Anfang und Ende gleich weit abstehenden Glie- 
der wieder von einander trennen, und 


2.4,cos(n— 1) +y) = A,cos(n—1) +y)+ A, cos 
2 4,cos(n—3) + y) = Ascos(n—3) + y) 


etc. 
setzen, in welchem Falle man zwischen dem geraden und ungeraden 
keinen Unterschied zu machen braucht. Für den gegenwärtigen, rein 
theoretischen Zweck möchte die zweite Art der ersten vorzuziehen sein. 


Hiernach hat man also 


cotane 
Hieraus hat man auch wenn man für y setzt, 


und dann durch zmalıge Differentiation der Gleichungen 
secy ztang($# + zcotang(47—3Y), 
cosecy = ztangy + zcotangy, 


auch die zten Differentialquotienten der Secante und Cosecante. 
Man setze nun in den Ausdruck für © ee y=4n, so ıst, da 
—2h+1 
cos(r—2h = cos(n —2h — Ir) = (—ı)" cos 


1 
und cosy = y5' 


folglich ıst ın der Reihe für tang($ 5x) der Coethcient von x”, 


39? 
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'1.2.3....n.2° 
- 


Nun ist aber in der Reihe secr + tange =tang(47+3x) der Coef- 
2 
und von x”, 1 an 


das heilst, der Coeflicient von x” ist, wenn z ungerade ist, 
1.2.3....n(n +1) 


und, wenn 2 gerade ist, 


n 
= 35 b, 


1) 


welche beide Fälle sich nP wo die 
obige Bedeutung von v= beibehalten las- 
sen. Hieraus folgt also 

oder endlich de DER 4 | 

2 (vn +1) (n—2h-+1) 


welches der verlangte Ausdruck ist, der die zte Bernoullische Zahl, oder 
den zten Secantenco@fhcienten angıebt, je nachdem z ungerade oder ge- 
rade angenommen wird. 

Man kann übrigens gelegentlich bemerken, dafs der Ausdruck für 
die zte Bernoullische Zahl, den man aus dem eben angegebenen erhält, 
wenn man 22—1 für z setzt, nach einigen leichten Reductionen fol- 


gende Gestalt annimmt: 
2n-ı 2n- en-ı an-ı en-ı 
v 


2 
Be — 4. Ast. 


Dieser hat vor dem zuerst von Laplace gegebenen, und dann auf ver- 
schiedene Arten bewiesenen Ausdruck *) 


en-ı en-ı an-ı 


den Vorzug, dafs er für ein gerades 2 nur aus#n, für ein ungerades aus = 


Gliedern besteht, während der Laaplacesche immer eine Summe von 
n Gliedern ist. 


*) Lacroix traitcete. p. me Vergl. Klügels Lexicon IV. Theil p. 608., Grunerts mathe- 
matische Abhandlungen p. 93. u. 


> 
0" 
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28. 
Demonstration nouvelle du theoreme du binome. 
(Par l’Editeur. ) 


I y a plusieurs demonstrations differentes du binome; mais toutes cel- 
les que je connois, laissent encore, ä ce que je crois, plus ou moins a 
desirer. Ou elles procedent du cas particulier au cas general, par une 
sorte d’induction plus ou moins vicieuse, par laquelle on cache plutöt 
les difhicultes qu’on ne les leve, ou elles supposent une partie plus ou 
moins grande de ce qu'il sagit de dämontrer, par exemple la forme 
de la serie du developpement; ou bien elles sont tellement me&taphysi- 
ques, qu’elles, ne peuvent entrer convenablement dans une saine analyse 
mathematique; ou enfin elles sont incompletes, surtout en ce qui regarde 
le reste de la serie, dont le d@veloppement ne donne pas l’expression. 


Donc une demonstration complete du theor&eme du binome, vraı- 
ment rigoureuse et gencrale, et en m&me tems tellement claire et £le- 
mentaire, quelle soıt accessible aux premiers commencans, est encore ä 
desirer. Ce theoreme etant une des parties les plus essentielles et des 
plus remarquables des &l&emens, sa demonstration semble impor- 
tante pour les traites el&mentaires de l’analyse et pour l’enseisnement de 
cette science. 


Je vais presenter icı une demonstration qui semble satisfaire A 
toutes les demandes qu’on puisse lui faire. Elle d&coule, comme corol- 
laire, de la theorie nouvelle et generale des puissances et des facultes 
analytıques, dont j’ai trace les premicres idees dans un petit ecrit en 
Allemand, sous le titre (Fersuch einer allgemeinen Theorie der analyti- 
schen Facultäten ete. Berlin bei Reimer, 1823.) et qui tire ses deve- 
loppemens de cette formule generale de developpement, que j’ai nommde 
Theoreme gene£ral de Taylor, pour le distinguer du theor&me parti- 
culier connu sous ce nom, et qui, dans toute sa gencralite, peut ötre de- 
montre avec Ja m&me sımplicite et rigueur qu’on remarquera dans la d£- 
monstration dn theoreme du binome qui va suivre. Je me propose de 
reproduire, a l'occasion, la theorie generale dont je parle, refondue et 
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complete. Isa demonstration du binome que je donne ici, est un echan- 
tillon de ce traite plus &tendu. 


Ecrivons l’equation identique 
1& 
ı’+ 
Le facteur ı* doit ötre ajoute aux termes «* pour faire egaler les nom- 


bres des racines differentes quı peuvent avoir lieu des deux cotes de le- 


quatıon. 
Supposant pour abreger 
— ax. 1k 
. Ps 


on 4: 
3. — ar, Ep. 


Cela pose, faisons augmenter x de 1 et en m&me tems diminuer & del, 
de sorte que la valeur de x -+-X reste la m&me, l’equation (3.) se chan- 


gera en 


4. a = +(k—ı)),, 
en dösignant par p, la valeur varide de >, et en remarquant que 1!" —= ı‘. 
Retranchons l’&quation (3.) de celle (4.), nous aurons: 
5.0 = —p) —p. 

Designons, comme ä l’ordinaire, la difference entre la valeur va- 
rıce et la valeur primitive d’une quantite quelconque par A, mis devant 
le sıgne de la quantıte, l’equation (9.) pourra ätre pr&sentee sous la forme: 

6. = Al Ä—N)Ap—p. 
Augmentons de nouveau dans cette @quation x de 1, et diminuons & de 


nous aurons 
7. 0o= Alat. + (k—2)Ap, —p.. 


Ketranchons de cette Equation celle (6.), le reste sera 
0 = Ale. )+(k—2) (Ay 
ou, parcequ’en vertu de lalgorithme de A, la difference de differences 
peut designee par AP: 
9, 0 + (k—2)Ap — 2A). 
la premiere repetition de l'operation qu’on vient de faire, donnera: 
10. o = Ale. + (k— 3)A’p — 
et on pourra continuer cette operation a volonte. 
En resumant les equations (3., 6., 9., 10.) et celles quı les suı- 
veni, on aura, en transportant en me&me tems au cot& gauche les der- 


| 
| 

| 

| 
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niers termes des equations (3., 6., 9., 10. etc.), et en dıvısant equa- 


tions qu’on trouve par les coeflicıens de Ap, A’p etc.: 
art 
p= Alk 
NA? (ax. 1! k—?2 
= AP, 


11. 


=— 


n—1 


Ar (aX. k—n 


Substituant successivement ces @quations lune dans l'autre, on trouvera 


a“. + kp, 


et generalement, si substitue la valeur - de p (?2.): 


13. at = + + 19)... 


k.k—1....k n x 


Mais A(a“.1”) n’est autre chose que 
— ar. = (et — = ar. —1); 


done est egal («—1) Ale. = 1); 
est egal a aX.1'(a—1)' etc. Done l’eqnation (13.) donne: 


Faisant dans cette equation <=0 et ru @-+-1 au lieu de @, on aura: 


k 


+33. 


\3 (2x, k—3 
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Voila la formule connue de developpement d’une puissance queleonque 
du binome, maıs completee par lexpression de la valeur exacte du reste 
de la serie, et en m&me tems du facteur 1”, qui exprime les racines ou 
valeurs differentes que peut avoir l’expression «), 

Comme on voit, il n’a rien suppose& arbitrairement; il n’'y a 
non plus aucune condition ou restriction ä faire pour les valeurs de la 
base et de l’exposant du binome. Ne developpement a £t& fonde seule- 
ment sur une €quation identique, et ne consiste qu’en transformations 
algebriques. 

L’expression finale elle m&me n'est effectivement quidentique, 
comme on peut le voir en developpant l’expression du reste. Ce develop- 
pement fait, tous les termes Aa droite se detruiront, excepte le seul terme 
(1+.0)', et l&quation rentrera ä lexpression identique =(1-+e). 
Done la d@monstration du theoreme de binome, que nous venons de pre- 
senter, est parfaitement generale et rigoureuse, en m&me tems quelle 
est el&mentaire. 


Berlin, le 2. Avrıl 1829. 


> 
4 
» 
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26. 


Precis d’une theorie des fonctions elliptiques. 


(Suite du memoire 19. cah. dern.) 


(Par Mr. N. H. Abel de Christiania. ) 


Chapitre IV. 
De l’equation = (1—?)(1— 2°). 
maintenant le probleme (4.), savoir de satisfaire de la ma- 
nıere la plus generale a l’equation: 

y et r etant des fonctions rationnelles de x. La methode qui s’offre d’a- 
bord de resoudre ce probleme est celle des coefücıens indetermines, mais 
cette methode ne paroit guere applicable, si le degr& de la fonction y 
est un peu @leve; au moins son application seroit tres penible. Je vais 
presenter une autre, plus simple et qui est, ce me semble, importante 
dans la theorie des fonctions elliptiques. 


1. 


weduction du probleme celui de satislaire a l’&quation: 
Aly,ce)” 
On voit d’abord que sı l’öquation dont ıl sagit a lieu, on doit avoır 


1 oYy 
= 
€ 
ou e est constant. 


ll est facile de voir que les deux facteurs 1—y‘, 1—c’”Yy’ ne 


necessaırement 


peuvent s’evanouir en möme tems, car dans ce cas on auroit e'=1, 
et ce cas a excepte. On doit avoir separement: 
/ 
119. ; 1—c = 
ou r, et r, sont des fonctions rationnelles dont le produit est &zal a r. 
Esalement on aura 


ee = (1—ıa’)(1— rt). 
Or, differentiant les deux &quations (119.), on en tırera: 
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— 2y.öy=r.irde+ 


1) 9 
Mais ıl est claır que y ne pourra avoır aucun facteur commun, ni avec 
r,, mı avec 7,, donc ıl faut que le numerateur de la fraction rationnelle 


n 


7, soit divisible par r, et par r,; mais ces deux fonctions ne pourront 


s’evanouir en m&me tems, donc on doit avoır: 


ou v est une fonction rationnelle de x, qui ne devient pas infini en attrı- 


buant a x une valeur qui donne r=0. Soit 7 ou p et y sont 
deux fonctions entieres de x sans diviseur commun, on aura evidemment: 
r= 
122. done: 
22) _ qop—pdg 


Cela fait voir que v est une fonction entiere. Or je dis que v se rednira 
a une constantee Designons par m et n les degres des fonctions p et 9, 
et par x et v ceux de d et v. Cela pose, ıl y a trois cas. 
Cas I. m >n. 
Dans ce cas l’equation 
13. P—c”p) = a?) (1— 
fait voır que 


4m = 2u-+4; 
mais comme on a 
0.0, = 
on trouve 
done: 


v<2am—u—l, 
c’est-A-dire, puissque 2m = 2: 


v<1, 


v=0(, 


donc: 


et par consequent vw constant. 
Cas II. n< m. 
On aura de la maniere: 
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4n=2u+4; 2n—u=2, 
v<2an—u—1l, v<1l, vy=0, 
done aussi dans ce cas v sera &gal une coustante. 
Cas III. m. 
Dans ce cas il peut arriver que le degr& de l’une des fonctions 
soit moindre que = m. Soit donc par exemple 
ou le degr& de ®, que nous designerons par m— k, ne pourra surpasser m. 
On aura en vertu de (123.): 
4m —k—= 2u +4, 
diou: 
= 2 
maintenant si lon substitue la valeur de g=p-+0, on aura: 


_ 
0x 0x 


donc: 


tv=m+m—k—2 
Dans le premier cas on a 
et dans le second 


zm—k—1ı, 'siı k>0, et 


2m —u—2 
Lie degre de la fonction entiere v est done dans tous les cas &gal 
a zero et par Consequent v se reduit A une constante. En la designant 


par &, on aura: 2, 
124. ur 
Cela pose, lequation 
.2e?(1— a’) (1 — 


donnera celle-cı: 
125. | E.0% 
et le probleme est ramene par la ä celui de satisfaire de la maniere la 
plus generale a cette Equation en supposant y rationnel en x. En inte- 
grant, on aura: 


aly,c) = 
En comparant ce r6sultat ä celni que nous avons demontre dans le cha- 
pitre 3l., on aura ce theoreme: 
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Theoreme VII. ‚Si Ion a une relation quelconque entre un 
nombre quelconque de fonctions elliptiques, et qu’on designe par c le mo- 
dule de l’une d’elles prise a volonte, il se trouvera parmi les autres fonc- 
tions au moins une, dont le module est c’, et qui est telle, qu’on ait entre 
les fonctions de la premiere espece, correspondantes respective- 
ment aux modules c’ et c, cette relation tres sımple: 

alye) =: 6, 
ou y est une fonction rationnelle de x et e une quantite constante.” 

Ce theoreme est de la plus grande importance dans la theorie des 
fonctions elliptiques. 

Il sagit maintenant de trouver toutes les valeurs de y et des mo- 
dules ce’ et c propres satisfaıre l’equation (125.). Sı la fonction con- 
tient des puissances de x supdrieures a la premiere, elle jouira d’une cer- 
taine propriete, qui conduira a son expression generale, en supposant connue 
la solution complete dans le cas ou y ne contient que la premiere puis- 
sance de x. Ü’est pourquoı nous donnerons d’abord la solution dans ce cas: 


Solution du probleme dans le cas de a FL. 
En substituant cette valeur de y dans l’@quation: 
= (5 2) 


rien n’est plus facile, que de trouver toutes les solutions possibles. Je 


ne ferais que les transcrire: 


L ymtz, +1, 
1 X 1 
y-tr—, yat—, sure, 
c ac 
_afl-V— „14V —c 1+2.V—c 


On voit que le module c’ a six valeurs differentes. La fonction Y en aura 


douze, car a chaque valeur de c’ r&pondent deux valeurs differentes de y. 
Ces formules nous seront utiles pour la solution du probleme general. 


| 
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Propriete generale de la fonction rationnelle y, qui satisfait 
a une @quation de la forme: 
Ay Ar 


Soit, pour abreger: 
et 
Pequation (125.) quil s’agit de satisfaıre, prendra la forme: 


1277. Ar = 
ou y est supposde fonction rationnelle de x. 
Soit 
128, ya 


la fonction cherchee. Si, en reduisant /x a sa plus simple expression, 


les puissances de la varıable x qui y entrent siclevent jusquwa la @"" ın- 
clusivement; nous dirons que ‘br est une fonction rationnelle de x du 


degre x. Sa forme generale sera donc: 


le numerateur n’ayant de diviseur commun avec le d@nominateur, et les 
deux coefliciens 4, et D, n’etant nuls a la fois. 


Cela pose, sı Yon considere x comme fonction de y, l’eqnation 
donnera valeurs difiörentes a x, ne&cessairement inegales, en 
supposant y variable. Il est evident que toutes ces valeurs de x satis- 
feront egalement a l’equation differentielle: 

0x 
En designant donc par x et z’deux de ces valeurs, on aura en m&me tems: 
Ay 
Donc, en Egalant ces deux valeurs de 5 on aura 
Az As’ 
Cette relation aura toujours lieu entre deux racines quelconques de l’6- 
quatıon 


yz Js. 
Il est facile de tirer de la une &quation algebrique entre x etz. En 
eflet lintegrale complete de cette dquation est en vertu de (36.): 


F2 
| 
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130 _ xaAeteÄAx 

1—c?e?x? ’ 

on € est une constante. Maintenant x et rz’ &etant tous deux racines de 
y=Yr, on aura: 


131. Ye = Yrz, 


et puisque y est variable, cette &quation doit necessairement avoir lieu 


pour une valeur quelconque de On aura done imme&ediatement ce 
iheoreme: 


done: 


Theoreme IX. „Si une fonction rationnelle y de x, du degre 
#, doit satisfaıre une &quation differentielle de la forme 
ey ex 
ıl faut que cette fonction reste Ja m&me, en mettant pour x, w valeurs 


differentes de la forme: 


1—c?:e?:x? ’ 


e etant constant.” 


Ce theoreme, nous conduira, comme nous verrons, de la ma- 
niere la plus simple a l'expression generale de y. Il s’agit seulement 
de determiner les valeurs convenables de la constante e; car celles-cı 
etant trouvdes, rien n’est plus facile que de trouver ensuite toutes les 


autres conditions ne@cessaires. Üccupons nous d’abord de la recherche de 
cette constante. 


4 
Recherche des racines de l’equation y=wa. 
Soit pour abreger: 
132. 02 


1— 
nous aurons d’apres ce que nous venons de voir (131.): 
133. = 
ou le signe du radıcal Ar est Evidemment arbitraiıre. Je remarque que 
cette equation, ayant lieu pour une valeur quelconque de x, subsistera 
encore en mettant Or au hieu de r. On aura done: 
= Y(Or) = Ve. 

En mettant de nonveau Öxr au Jieu de r et aınsi de suite, on trouve 

etc., 
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ou l’on a Ecrit pour abreger: 
a 005, Pe z 
Il suit de la que toutes les quantites de la serie 
seront des racines de l’öquation Maintenant cette equation, n’a- 
yant quun nombre limite de racines, savoir u, il faut necessairement 
que plusieurs quantites de la serie (134.) soient &gales entre elles. Il 
sagit de savoir si cela est possible. Pour cela il faut d’abord avoır l'ex- 
pression generale de 0"x en fonctions de x et e. Supposons pour le mo- 
ment e independamment variable. On aura en vertu de l’Eequation 
x) 

de 

— Aa) Re 
En mettant dans cette Equation successivement n—1, 2n—2,.... 2,1 
au lieu de z, et supposant, ce qui est permis, que les radicaux A(0"z), 
Ax conservent leurs signes dans deux &quations 
consecutives, on aura sur le champ: 

0x de 

Cela pose, cherchons suivant le paragraphe 4. du chapitre I. une fonction 
ratıonnelle e, de e telle, que 


den __ de 
Ne 
on aura: 


Mais sı Von fait 


on a: 


done: 


Cette derniere equation donne 


1— 


ou e’ est une constante. 


| 
A(0" x) 
x' tn Ax 
| 41-2 Ax 
| 
| 
A(0'x) 
| 
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Pour trouver cette constante, faisons e=0; on aura =0 et 
Ae,=1. Donc la valeur de x’ deviendra 2’=r, et par consequent 
celle de 

Mais puisque Öör=r, on aura encore Ö"r—=x, donc: 


Cette equation, devant avoir lieu pour une valeur quelconque de z, ne 
pourra subsister a moins qu’on n’ait separement e=0, Ae’=1ı; donc 
on aura: 


c’est-A- dire: 


Telle sera lexpression de 6"x pour une valeur quelcongue du nombre 
entier n. Elle a en effet, comme on voit, la forme d’une racine quel- 
conque de lequation y=yr. 

Cela pose, soient et 0”*"r deux quantites de la serie, egales 
entre elles, dont il existera toujours suivant la remargque plus haut. On 


onc: 
aura d n 0" x, 


mais 0”t"x est evidemment la mäme chose que 0”(6” x), donc en met- 
tant x pour 6”"r, ıl viendra: 
Une &quation de cette forme doit done toujours avoır lieu quel que soit r. 
Sı elle a lieu effectivement, ıl est clair que la serie (134.) n’aura que 
n termes differents, car, 0""xr, passe, le3 termes se reproduiront dans le 
m&me ordre, puisque O*"r=6r, M""r= etc. Si suppose, ce 
qui est permis, que 7, dans l’equation Ö'r=r, a la valeur la plus pe- 
tite possible pour la m&öme valeur de e, ıl est clair &galement que les z 
quantites 
seront ndcessairement diflerentes entre elles. Car si avoit par exemple 
il en resulteroit r=r, ce qui est contre lI’hypothese, attendu que 
est moindre que 2. 
sagıt maintenant de satisfaıre a l’equation 
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En y substituant lexpression de 0*r, donnde par la formule (155.), ıl 


vıendra: 
A, 


Or il est impossible de satisfaire ä cette dquation pour une valeur quel- 
conque de z, a moins qu’on n’ait separement les deux &quations: 

138. =0, A, = 13; 
et r@ciproquement: si ces &quations subsistent, il en sera de m&öme de 
lequation O"zr=r. Or je dis quil sera toujours possible de satisfaire 
deux &quations A la fois. 


x 


On 


N 
Diabord sı n est impair, les deux quantitcs e, et —_ seront des 


fonctions rationnelles de e, comme nous l’avons vu chapitre I. .4 Sı 
donc on designe par e une racine quelconque de l’equation 

139. 0, 
il sufit, pour satisfaire a T&quation Ae„—=1, de determiner le radıcal 
de la maniere que: 


apres avoir mis le second membre sous la forme d’une fonction ratıon- 
nelle en e. Ce-ci se fait voir, en remarquant, que si e,—0, la quan- 
tıte Ae,=ty[(1—e)(1—c?e})] ne pourra avoir que l’une des deux 
valeurs +1, 


Sı au contraire z2 est un nombre pair, on a vu que Ne, sera une 


Ne, d 
fonction rationnelle de e, de la m&me sorte que i_azr Enla de- 


En 
sıgnant par e,, on doit avoir en vertu des equations (158.): 
141. 


Or je dis que si e est une racine quelconque de cette @quation, on aura 
a la foıs ,=0, Ae„=0. En effet, ayant 

V(1—c*e,) 


on en tire en quarrant: 


et cela donne: 


e, == 0, 
car est different de l’unite. Or ayant e,=0 et :,—=1, on aura 
demment N\e,=1; donc etc. 
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| 100. Ae=-%, 
On 
| 
fi 
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On pourra donc satisfaire ä la fois aux deux dquations: 
=0 
et on aura toujours un nombre 7? de valeurs differentes et convenables 
de e, car en vertu des formules (51., 55.) les equations e,=0, ,—0 
seront du degre n? en e. 

Il sagit maintenant de choisir les valeurs de e qui rendent ton- 
tes les 2 quantites x, dx, .... differentes entre elles, car cela est 
une seconde condition a laquelle doit satisfaire e. 

Or pour cela ıl suffit de rejeter toutes les valeurs de e qmi ponr- 
roient donner Ö“r=r, ou est moindre que 2. On pourra toujours 
supposer & facteur de 2. En effet soit # le plus grand commun divisenr 
de # et 2, on pourra trouver deux nombres entiers a‘ et n‘ tels que: 

Or Tequation donne: 


donc: 


mais en vertu de O®"r=r on a encore 
n!n 
donc enfin: 
done, si on aura encore: ÖO'r=r, ou k est diviseur de n. 
Done il sufüt, de rejeter toutes les valeurs de e, qui pourroient satisfaire 
en m&me tems ä ces deux e&quations: 
e,=0, de, =1, 
otı x est un facteur de 2; et il faut necessairement les rejeter toutes, 
car si lon a on a necessairement 
Ainsı on trouvera aısement une @quation en e, dont toutes les ra- 
cines donneront des valeurs convenables de cette constante. Sı n est un 
nombre premier impair, on a @ =1; donc la seule racıne quil faut re- 


jeter de celles de l’equation 


est celle-cı: 
e 


On aura done un nombre n’— ı de valeurs convenables de e. Car le- 
quation e,=0 est du degre n°. 
Il y a une remarque essentielle a faire sur les quantites 


2, 
— 0, 
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Savoir, on aura toujours en möme tems: 
142. "x —= A em 


1— 
lin eflet, on a (43.): 


Ay 


e = 
n— — 2 
1— c? En En 


mais 
donc: 
Em: 
On aura Egalement (4?.) 
Em.» En—m En—m N em 


Cm 


= 0, 


== 


ä cause de 
on aura: 
m As. 
En substituant ces valeurs de e,_„, Ae,_„ dans l’equation 


’ 
on aura precısement la seconde des &quations (142.). 
Sı multiplie entre elles les valeurs de 6" x et le pro- 


duit sera ratıonnel, et on trouvera 


143. 0"2.0""z 
On aura de la mä&me sorte: 
14. 


Ces formules nous seront utiles dans la suite. 
D’apres ce qui precede, les 2 quantites 
sont differentes entre elles et racınes de l’equation Le degrc 
de cette @quation est donc egal a , sil ne surpasse ce nombre. Nous ver- 
rous plus bas, qu’il suffira de considerer le cas, ou pourra 
m&me supposer 2 premier. 


2x2N en 
1— c’ 


5 


Trouver toutes les valeurs de y qui pourront repondre aux 
valeurs des racines, l’orsqu’on en connoit une Sseule. 


Pour sımplifier la solution du probleme general, voyons sı plu- 
sieurs valeurs differentes de la fouction Yy et du module c’ pourront re- 


pondre aux mümes racınes de l’Eequation y= br. Rıen n'est plus facıle 
41° 


zNen — em 
| 
72 2 
Em 
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que de trouver les valeurs de y et ce‘. En eflet soit ou p ety 


sont des fonctions entieres de z sans diviseur commun. En designant par 

toutes les racines de l’E&quation 

on aura 
ou @ et b sont des constantes. Soit maintenant y‘ une autre valeur de 
y qui satisfaıt aux m&mes valeurs de x, 2” ...., on aura en de- 
signant par p’ et 9° les valeurs correspondantes des fonctions p et g: 
= 

donc: 

En attribuant a z une valeur constante, il est clair que cette &quation 
donnera pour y’ une expression de la forme: 

145. 
ou ß, @', ß’ sont des constantes. En designant maintenant par c” le 
module qui r&pond y‘, on aura en tems: 

0x 
Be?’ 


donc: 
oy' e’ 


126. 
En y substituant l’expression de y’ en y, on aura les &quations necessai- 
res pour trouver Ce probleme est precisement le m&me que 
celui du paragraphe 2. On voit donc, qu’une seule solution de P&quation 
Ay "Ax 


donnera sur le champ cing autres qui, generalement, seront differentes 
entre elle. La fonction y aura toujours deux valeurs correspondantes 


au module c‘, savoir et 
6. 
Solution complete du probleme dans le cas u =n. 
Supposons maintenaut que l’equation y= n’ait d’autres racı- 


nes que celles-cı: 
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ce qui a lieu toujours sı x est un nombre premier, comme nous le ver- 
rons plus bas. On aura alors, si p et g signifient la m&me chose quau 
paragraphe precedent: 

En attrıibuant ä z une valeur particuliere, on aura une expression de Y, 
dans laquelle tout est determine, excepte trois quantit&s constantes. Nous 
allons voir qu’on pourra toujours trouver ces quantites de sorte que l'E- 
quation diffErentielle proposde soit satisfaite. Pour cela considerons deux 
cas: n impair et z pair. 

Cas Il. Sir est un nombre impair. 
Soit dans ce cas n=2»-+1. Alors l’&quation (147.) donne, en 
attrıbuant a z la valeur particuliere zero: 
= — 

et de la: 

x 

Remarquant maintenant qu’en vertu de (143.): 


+ 
0” 2.0° 
m 


il est clair que l’expression prec&dente de y sera une fonction rationnelle 
de x du degr& 2#«-+-1; donc, puisque cette fonction ne varie pas, en 
mettant pour x les 22-1 valeurs 
Fr... 
ce qui est evident a cause de 0%*'"z—=r, on conclura que l’equation (147.) 
a lieu en mettant au lieu de y cette fonction et pour p et 9 les valeurs 
correspondantes en 2. Cette @quation pourra s’ecrire comme il suit: 
149. = (e—by)(z—x) (2 —02) (2 — (<— — 2)... 
— 


Cela pose, faisons: 
1 1 


et designons les valeurs correspondantes de y par 
%, ß, Y> 
Puisqu’on a pour ces valeurs de x, Ar =0, il suit en vertu des deux 
equations (142.) du paragraphe 4.: 


_ 


d’ou voit que les facteurs du second membre de l’eguation seront 


| 
| 
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egaux deux ä deux, en faisant abstraction du premier facteur z—x. On 
a done: 


= (a—ba)(1—2).e, 

= 


ou £, e', seront des fonctions entieres de z du degre Mais, 
puisque 

les &quations precedentes font voir que les quatre constantes «, ß, y, 


egalent celles-cı: 
1 1 

et sı cette condition a lieu, les quatre &quations (150.) donneront eEvi- 
demment une de la forme (151.), et par suite on aura 

ey ex 

= 

152. 

en vertu de ce qu’on a vu dans le paragraphe 1. de ce chapitre. 


Puisqu’il sufit de connoitre une seule valeur de y, nous pour- 
rons faire par exemple: 


1 1 
7» 


c c’ 


23. 1, Bm —ı, yı 


Cela pose, il reste de satisfaire ä ces &quations. Or si l’on fait 
pour un moment: 


a (oc? — e? — —e}) 
Vexpression de y deviendra: 

a +a.gx 
199. y = 
dou tire, en remarquant we P(—r)=— Pr, et faisant 
1 1 
«+a.4(—) a—a.p\- 
+3.4(—) (—) 


done en vertu des @quations (153.), on aura: 


0; = 0, 


4 
| 
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Il est ımpossible de satisfaıre a ces dquations a moins que Fun« 


des quantites b’ ne soit zero. Faisons done 0, on aura en müme 


tems 5=0. Donc deux des &quations pr&c@dentes donneront: 


d’ou lon tire Ja valeur de c’, savoir: 


valeur de y deviendra: 


1 
Quant aux valeurs de ®(1) et 2(—), on aura en vertu de l’expressıon 
de 


donc: 
1 
et 
= 


Enfin, pour avoır la valeur dn co@fhicient s, il suffit de faire r = 0, apres 
avoir differentie l’expression de y. On aura: 


I 
Mais comme on a 

ıl en resulte, en faısant =0: 

+ 

0x 
donc on pourra faire: 

e == 2 


Eu: Ve 
En vertu de ce qui precede, on peurra Enoncer le theor&eme suivant: 


Theoreme X. 


„Soit e une racine quelconque de l’equation 
= 0, mais qui ne puisse racine d’une autre dquation de la 


ineme forme = 0, ou 2m--1 est diviseur de 2u-+ ı. 


Cela pose, 
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sı lon determine la fonction y, le module c’, et le cocflicient «, en vertu 
des formules: 


(et — — a?) (3 
156. 
on aura toujours: 
0x 


Fe. 
en determinant convenablement le signe du second membre. 

Ayant trouvd& de cette sorte un systeme de valeurs de y, c‘, &, on 
en aura, d’apres ce qu’on a vu dans le paragraphe precedent, cing autres & 
laıde des formules du paragraphe I. Il r&pond six syst@mes de valeurs 
de y, ce‘, e a chaque valeur de ee On trouvera m&me douze valeurs de 
y, car a chaque valeur de c‘ repondent deux valeurs differentes de cette 
foncetion. Nous reviendrons plus bas au probleme de trouver le nombre 
total des solutions qui repondent a la möme valeur de x. 

Pour donner un exemple des formules ci-dessus, soit = 1. Puis- 
que dans ce cas 2u+1==3 est unnombre premier, on pourra, en vertu 
de ce qu’on a vu plus haut, prendre pour e une racine quelconque de 
lequation e,= 0, except& la racine zero. Cette &quation, en vertu de la 


formule auı denne l’expression de r,, est du huitieme degre, savoır: 
i P 
3 — + — ce. 
La quantıld e &tant une racine quelconque de cette &quation, on aura: 


Ex 


= + 


Puisque e* est exprimd en ce par une dqnation du quatricme degre, le 
module c‘ le pourra egalement. Ceite &quation est: 

L’expression gencrale de y, donnde plus haut, est exprimde en forme des 
produits. On decomposera aisöment cette fraction en fractions partiel- 


Ivs. En ellet, puisque les racines de l’&ınation 


= 
2 
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sont les quantites Suivantes 

2, 083, 
la somme de ces quantitds sera &gale au coöfiicient de =“, divise par 
celuı de z°* et pris avec le signe —ı, donc: 


ou, 
donc, en vertu de l’equation 
2A 


29 


p 


on aura l’expression suivante de hu 

r 2Ne.x > 2N eu& Ve 

Cas ll. Sı n est un le pair. 


Faisons 2 = 24. Puisqu’on a 
tem Ax z N em —em 


1—c’ 


— 


on aura, en faısant nm 
Ceite egalit@ ne peut subsister A moins que e, n’ait une des deux valeurs: 
zero ou Vinfini. Cela donne lieu a considerer separement ces deux cas: 


a 
A. eu — 


On aura: 
cx 
En y substituant #”x au lieu de z, on aura: 
1 
ufm , 
x 


Lies racınes de lequation deviendront donc: 
par consequent on aura: 
En designant par et les co@fhiciens de dans les deux 
fonctions entieres p et g, on aura: 


A 


N 2A 2Ae,x 2 


— c’e?x* 


L’expression qu’on en tire pour y sera evidemment une fonction ratıon- 
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nelle de z du degr& 22, et puisquelle reste invariable, en meitant pour 


x les 2 quantites *) 


l’equation (158.) aura lieu en mettant pour Y cette valeur et pour p et 
9 les valeurs correspondantes en z. 
Nous allons voir qu’on aura une valeur convenable de y en faisant 
== be 0. 
Cela donne 


yo a’ 1 


expression qnı est evidemment de la forme: 
159. y — 4.02. 


Pour trouver la valeur de £, remarquons que sı Ton fait r=1, 


1 
y doit avoir une des valeurs: +1, +. Soit par exemple y=1, pour 


= ]1, on aura: 
160. A 
Cela pose, faisons dans l’equation (158): e=1. En remarquant que 


@=0, on aura 
9—p = (1—2)(1+c2).e, 


ou e est une fonction entiere de Z, car pour r=1 on aura: 


En changeant le sıgne de z dans l’equation pröcedente, on aura, en re- 
marquant que 9 est une fonction paire et » une fonction ımpaire: 


= 
= (1—2°)(1— (ee)”. 


Maintenant, puisque 

cela fait voir que la fonction 9’—c’”p* doit &tre un carre parfait. Or on 
pourra toujours determiner c’ de la maniere que cette condition soit rem- 


Cela donne: 


plıe. Faisons dans l’&quation 


V+e 


) Ona 2 2u—l 


b’rb(x+9x +9’ 


1 
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On aura: 
1 1 
— gr (gi — 9" — ) 
= 0") = 0 van) 
done: x — 9” 
Si donc on designe par la valeur de y qui reponde ä x = 


les racınes de l’equatıon 
2 


c’est-a-dire de p— «9, seront egales entre elles deux a deux; donc 

p—xg sera un carre parfait. En changeant le signe de z, on aura +9, 

quı par consequent sera egalement un carr&; donc en multipliant, on aura: 
— 

ou £ est une fonction entire de z. En faisant donc 


l’equation (161.) aura lieu, et par suite on aura: 
ev z 
c’est-a-dire, en changeant 2 en r: 
ey 
Ay = 
Pour determiner le coefücient e, on aura d’abord, en vertu de la 
derniere &quation: 


ou 
7 


e == pour 


Mais l’expression de y donnera: 


0% 
done: 
le numerateur de la fraction qui exprime la valeur de y sera 


decompose en facteurs; savoir si lon fait y=, on aura: 


1 


On pourra facilement d&composer de la m&äme maniere le denominateur 


7’, comme on va le voır. 
En divisant les membres de la formule (147.) par y, ıl viendra ä 


cause de @=0: 
— be — (02). 
42° 
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Cela pose, soit Ö une valeur de x, qui rend y infini, c’est-A-dire une des 
racines de l’equation 9 =0. On aura 

Jl jsuffit donc de connoitre une valeur de d, Or une telle valeur est 


1 
En effet puisqu’on doit avoir el remarquant que 


a’ 1 


Soit pour une valeur quelconque de x: 

Pn = + + 
on aura evidemment, en remarquant que 


Pe tm = er. 


Or je dis que sı on fait 


on aura 


1 
on aura: 
Pr = 0, 

pour une valeur quelconque m. En eflet cn a d’abord: 

m 

1—c?enx?’ 

1 

donc en meitant 6“x au lieu de z, et remarquant que Har=+—: 


+2.A em 
(1— en 


E,n faısant maintenant 


1 
on aura: 
2A En 


m 2u—m m+u 3u—m „\ 


donc en effet: 


On pourra donc faire 


1 
V(#+ 0) 
En remarquant que g’=1, pour 2£=0, on aura, en mettant dans l'ex- 
pression de 9, x au lieu de z: 


D’iapres ce qui pr&c&de on pourra Enoncer ce theoreme: 


| 
Pm 
| 
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Theoreme XI. ,„Soit e une racıne quelconque de Fequatıon 
e,=#, mais qui ne salisfait pas en m&me tems ä deux &quations de la 


14 


forme e„=0, Ae„=1, oü m est facteur de 2u. Cela pose, sı l’on 
determine les trois quantitds y, ec‘, e en vertu des formules: 


e 1 1 2Ae.x 2Ne,.xX 


— 
162. 1Z c at 2 02) 
on aura toujours: | 
| 


Le cas le plus sımple de ceite formule est celui On aura: 


1 


163. ce = 1+c’ 
0x 
— 
( »e) 


Apres avoir determine en vertu du theoreme precedent un systeme 
de valeurs pour y, c‘, e, on aura cing autres solutions a lVaide des for- 
mules du premier paragraphe de ce chapitre. 
Bb Sıe,=0®0. 
Sı e,=0, le radical Ae, ne pourra avoir que l’une des deux valeurs 
+1 ou —1; mais il faut icı supposer \e,=—1, car si l’on avoit en 
tems e,=0, Ae,=1, ıl en resulteroit ce qui na pas 


lıeu. Maıs 
0" x Au 
cela donne 
—r, 


et, en mettant 9"x au lieu de z: 
Les racines de l’equation y= br seront egales dans ce cas deux 
a deux, mais de sıgne contraire, et parconsequent Vz sera une fonc- 
tion paire de x. En faisant 


on aura: 
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Sı Ion fait z= 0, et qu’on designe les valeurs correspondantes de 
p et g par a’ et b‘, on aura: 
a = 2)”. 
Cela donne pour y une expression rationnelle du degre 2x. Comme dans 
les deux premiers cas on demontrera aisement quiil sera toujours pos- 
sible de döterminer les constantes a, b, a‘, 5b’ de la sorte que l’equation: 
0x 
= 
sera satısfaite, en attrıbuant au module ce’ et au coeflicient e des valeurs 
convenables. Je vais considerer seulement le cas le plus simple, ou 
1. On aura dans ce cas 


a«—b'y = 


et par suite: 

En mettant cette valeur dans l’equation: 
ex 


\ > "Ax 
on trouvera facılement une solution, savoır: 


Connoissant ainsı une solution, on en deduira, en vertu des formules du 


premier paragraphe, les cing autres, de sorte que l’equation 
0x 
Ay 
pourra etre satisfaite des sıx manieres suivantes: 
im ite 
1FVA—c) c+V(e® —1) 
7 


Reduction du probleme general au cas oü le degre de la fonction 


c 


rationnelle y est un nombre premier. 


Soit maintenant y= ıbr une fonction rationnelle quelconque qui 
satısfaıt a P’equation differentielle: 
__ 
Comme on a vu dans le paragraphe 3., l’equation 
y=vr 
aura toujours 72 racınes de la forme: 
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Cela pose, designons par x’ une nouvelle racine, differente de celles-cı, 
en Sorte que: 


On a 


donc aussı 

I suit de la que les 7 quantites 

qui sont differentes entre elles, seront racines de l’equation dont ıl sagıt. 
Or toutes ces 2 racınes seront differentes des racines (177.). En efiet sı 
avoit r’=#"r, ıl en resulteroit: 


c’est-ä-dire: 
— 
? 


ce qui est contre l’hypothese. Le degr& de l’equation y=wr est donc 
egal a 2, ou plus grand que ce nombre. Dans le dernier cas, sı l’on 
designe par x” une racine differente des 2 racines precedentes, on ara 
en möme tems celles-cı: 
08, 

quı seront differentes entre elles et des racines (177. 178.). Donc u sera 
egal a 3 ou plus grand que ce nombre. En continuant jusquw’a ce quon 
ait epuise toutes les racınes, on voit que x doit Ötre un multiple de z, 


et sı Von fait en consequence: 
== 


les x racines se rangeront en 7m groupes, de n termes chacun, savoır: 


179. 


Cela pose, soit 


ou p et g sont des fonctions entieres de z, sans diviseur commun. Ön aura: 
x 


! 
m ) u 
| | 
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et dapres ce quı a et& expose dans le paragraphe precedent, on pourra 
trouver une fonction rationnelle: y‚,=w%,(r), telle que les racınes de l’- 


quation 
‚Yz=yır 
soient egales a ces 7 quantiıtes: 
et que Y satısfasse a une equation differentielle de la forme: 


Faısons 


ve= 


ou p’ et g’ sont des fonctions entieres du degre On aura: 
152. = 
ou @’ et 5b’ sont des constantes. 
En y meitant au lieu de z successirement les valeurs: 
et puis multıpliant entre elles les @quations qui en resultent, on trouvera, 
en ayant egard a l’Equation (180.): 
a—by a—b'y, a'—b'y, a'— 


ou 
sont les valeurs de la fonction y,, qui r&pondent aux valeurs 
de 
Puis, attrıbuant a x deux valeurs particulieres «@, ß, telles que 


et designant par 


les valeurs de Y,, » . Ym, respectivement correspondantes aux va- 


leurs & et de x, l’&quation ci-dessus donnera: 

ou A et 2 sont deux constantes. En divisant p par 9, on voıt que 


= sera fonction rationnelle de En mettant z au lıeu 
de z, on aura 


g 


3 
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donc: 
Em 


A 
on dA= est constant. 


On voit donc que y pourra &tre exprime par une fonction ration- 
nelle de y, du degre m. 
En combinant maintenant l’&quation (182.) avec celle-cı: 
0x 
Ay Ze’ 
quı doıt avoır lieu, on aura: 


donc la fonction y, rationnelle en y, et du degre n, doit satisfaire a cette 
equation. Reciproguement, sı cette Equation a lieu, l’&quation 

ex 

= 
subsistera egalement, car la fonction y, est determince en z de la ma- 
nicre sSatisfaıre aA la formule (182... Aıinsi le probleme general est 
reduit a satisfaıre de la maniere la plus generale a l’equation (186.). Or 
ce probleme est precisöement le m&me que celui que nous traitons actuel- 
lement; seulement le degre de la fonction y en Yy, sera 2, au lieu que 
y, comme fonction de z, est du degre m.n, qui est plus grand que m. 


On pourra donc appliquer ä l’equation (186.) le möme proced& dont on 


sest servi pour l’equation et il est evident qu’on parvien- 


dra ainsı a l’expression generale de y, car les degres des fonctions suc- 
cessives vont toujours en decroissant. 

Supposons maintenant que le degre # de la fonction yen z est un 
nombre premier. Puisque x = m.n, on a necessairement nm =1, u—=n. 
Par suite: 


Y YıPı 


On connoit l’expression de y, en x par les formules du paragraphe pre- 

c&edent. En substitwant lexpression de y en y, dans l’equation (186.), on 

trouvera ä laide des formules du premier paragraphe toutes les solutions 

possibles. 

En vertu de ce qui precede on pourra donc €enoncer le theoreme 

suivant: 
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Theoreme XII. Soit y une fonction rationnelle dex d’un degri 
queleonque quı satısfait a l’equation differentielle: 
dy dx 
On pourra toujours decomposer x en deux facteurs 2 et m, dont lun n 
est un nombre premier, tels qu’on ait: 


et 
& 


| 
ou y est une ionction rationnelle de y, du degre& zn, et y, une fonction 
rationnelle de x du degre nz. 
Sı donc on designe par z, n,, . . . n, des nombres premiers 


dont le produit est x, et qu’on fait, pour abreger: 
= 


on pourra faire: 
ou Y, est une fonction rationnelle de x du degre z, 


- - - - - Y, - - N,» 


En vertu de ce theoreme la solution du probleme general sera 
donc ramenee au cas ou le degre de la fonction Y est un nombre pre- 
mier. On trouvera toutes les solutions qui repondent a ce cas par les 
formules du paragraphe precedent, et la resolution du probleme que nous 
nous sommes propose au commencement de ce chapitre pourra £tre re- 
garde comme resolu. 


8. 


Sur la forme de la fonction y. 
Designons par z, x”... . racines de l’Equation 
Sı Von fait Wr = rZ ou p et 9 sont des fonctions entieres de z, on aura: 
187. = 2"), 
ou @ et b sont des constantes. Cela pose, soit & une racine de l’Equation 


| 
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y=0, on aura en faisant 

Soit €egalement ß une racine de l’equation y=!. Cela donnera, en fai- 
sant r=[?, et apres avoir divise les deux membres de l’&quation (187.) 
par y 

189. 9 = b& —PB) (2 — BU). 


Ces valeurs de » et g donneront, en mettant x au lieu de =: 


ou A est un coeflicient constant, qu’on trouvera en remarguant que si 


1 
Von fait r=1,y doit avoir une des valeurs +1, de 


Mais ıl y a deux cas: savoir, il pourra arriver que l’une ou lau- 
tre des deux quantitds @ et 5 soit egale a zero, et dans ce cas l’une des 
racines des Eqyuations y=0, sera zero ou infini. 


Casl. Sıid=0. 
On aura dans ce cas 
191. p—gy = a(2— —r').... 
et » sera du degre x, et 9 seulement du degre #—ı. En e&galant le 
coefhicient de z“" dans les deux membres, on aura: 
192. 
on a’ et b’ sont des constantes. Maintenant sı 
etei® 
1—c?e?x* 
est une racine de y=:i'/r, la quantite 
1— c?e?*.x* 
le sera @galement; donc si ces deux quantitds sont differentes entre-elles 
pour toutes les valeurs de e, % sera un nombre impair, et en faisant 


—=2n-+ 1, on aura: 
2xNe, 2xNe, 
193. —a +7 


2 
— 


Maintenant sı l’on fait = +1, +2, onauvay=+tl,y= 2,7 d’ou 


ıl est facıle de conclure que «@’ sera dgal a zero. Donc y sera une fonc- 
tıon ımpaire de x, et de la forme: 


2Ne, 2Aen 
43? 
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Cela fait voir que 
2) 
Pour avoir p, il sufit de faire dans l’&quation (191.) z=0, et cela donne 
donc on aura: 
195. 


Telle est donc la forme de la fonction y dans le cas oü le degre de son 
nume£rateur est impair et plus grand que celui du denominateur. 


Sı pour quelque valeur de e les deux quantites 
xNet+eAx zNAe—eÄx 
1— Ax’ 1—ce?x? 
etoient egales, on auroit: 
e=0, u e=}. 


1 
Soit dabord on aura <= + ——, et par suite le second membre 


de l’&quation (192.) seroit une fonction impaire de r, dont le degre se- 
roit un nombre pair. On trouve seulement que cela donne @’=0; donc 


en faisant =2n: 
1 


et par suite y sera exprim& en factorielle comme il suit: 
a(1— x2)(1— x?)....(1— 62x?) 


2x2XNe, 


„3 


197. == 
Sı au contraire e=0, on aura en mäme tems: 
| 


Donc dans ce cas y sera une fonction paire de x. Mais le degre du nu- 
me6rateur doit ötre le m&äme que celui du denominateur, comme il est 
facile de voir; donc lexpression (197.) appartient aA y toutes les fois que 
le degr& du numerateur est un nombre pair et en m&me tems plus grand 
que celui du denominateur. 


CaslI. Se=0. 
On aura: 
En raisonnant comme ci-dessus on trouvera aisement que dans 
le cas oü x est un nombre impair, y sera une fonction ıimpaire de x de 
la forme: 


198. 


u 
> 
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Si x est pair, y sera une fonction impaire de z de la forme: 
9 


De la fonction 


Nous avons vu chapitre I. paragraphe 4. qu’a l’equation differentielle 


199. y=ae. 


on peut satisfaire, en mettant au lieu de y une fonction impaire de 
z du degre 2u=1; qui s’evanouit avec x. En la designant comme 
nous lavons fait a l’endroit cite par 2,4, et faisant pour abreger 
(2u H1) —ı1=2n, cette fonction, en vertu de ce que nous venons de 
voir dans le paragraphe precedent, doit avoir la forme suivante: 
— 
(1—c’e a?) 
et on aura en m&me tems: 


200. = 


2Ne,:.x 2Ne,.x 
Pour determiner les coefhiciens et 4, faisons On trouvera: 


Sı l'on suppose x infiniment petit, la premiere formule donne: 
mais l’equation differentielle donne dans ce cas: 
= + 1)z, 


2 2 WER 
Si suppose ınfınıment grand, la seconde expression de donne 
= A4.r, mais dans le m&me cas l’equation differentielle donne: 


par suite: 


ex 


donc: 
20. A 1 


Connoissant A, on aura: 


0” 
Les quantites &, . . €, ont entre elles des relations remarguables 
que nous allons developper. 
Considerons lequation 
Y. 


u 
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racınes de cette @quatıon seront les (24 + 1)” quantitds suivantes:' 
zAe, te, Ax zAg,te,AÄx tn 

zNeteÄx 


Sit = quelconque de ces racınes, les 24 +1 quan- 


T, 


tıtes: | 
seront encore des racines et en m&me tems differentes entre elles, en pre- 
nant pour e une quantite qui n’est pas racine d’une &quation 
= 0, 
ou 2m-+-1 est facteur de 2u +1. Soit 
Ax 
0,2 = 


1— 


une autre racıne, on aura encore les racınes suivantes: 
2 2 
0,27, 07x, 
qui seront dıflerentes entre elles. 


Cela pose, faisons 
= 


= 
quels que soient les nombres entiers zn et k. En mettant 6”r au lıieu de z, 
on aura: 


on aura en general: 


done toute quantıte de la forme 
x 
sera racıne de l’öquation y= Je dis maintenant que sı attri- 
bue ä Ä et m toutes les valeurs entieres possibles, moindres que 2u« +1, 
les valeurs qui en rdsultent pour la fonction 0%0”r, seront toutes diffe- 
rentes entre elles. En effet, sı avoit 

il en resulteroit, en mettant 0“+""r au lieu de x, et remarquant que 

ou 

Cela donne: 

ou Qu deest-a-dıre: 


et de la: 
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Maintenant, puisque 2# + 1 est un nombre premier, on pourra faire 
— 
c’est-a-dire 9,x serait une des quantites: 


et cela est contre l’ypothese. 
L’expression 0°6”z a donc un nombre (2«+-1)* de valeurs diffe- 


rentes et par consequent ces valeurs seront les racines de l’&quation 


done: 


Soıt maintenant 
On aura, en regardant e et e’ comme variables: 
de 


En mettant dans la premiere formule z‘ au lieu de x, r’ se changera 


en z’, donc: 


de’ 
Axt 
donc: 
e 
et sı lon fait 
k de! de, de dem 


AÄx Ad Aem 
Sı donc on fait: 
em te, A em 
204. = en ef? 
on aura: 
0x de, k 


et de lä, en supposant que e,, et ei, s’&vanouissent avec e: 


1—c?e, 
Toutes les racınes de !’&quation y=z,,_, pourront donc £tre exprimees 
par cette m&me formule. 


e 
dx de; 
An 
m, k 
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Donc pour trouver toutes les racines, il sufht d’avoir la valeur des 
deux quantıtes e et e‘, qui sont deux racines de l’&quation 
Toutes les racınes de cette @quation 
0, 
qui, par ce quı pre&cede, sont les (2% quantites suivantes 
sont donc exprımees par la formule 
Om,ky 
en donnant a m et & toutes les valeurs moindres que 2” -1. Il est fa- 
cile de voır qu’on pourra exprimer e,„., en fonction rationnelle des deux 
quantites ©, e‘, donc on voit que toutes les racines de l’equation z,.1,= 0, 
pourront seexprımer rationnellement par deux entre elles et par le mo- 
dule e. 
Sı Fon veut exprimer z,,,, ä laide des fonctions 9,2 et dr, on 
pourra faire cela d’une maniere fort simple. En eflet, en remarquant 


que le dernier terme d’une &equation est le produit de toutes ses racines, 
on aura sur le champ: 

x 

x 02.0 02.0 

On a aussi: 

1 2u 


10. 
De l’equation = 0. 

D’apres ce quı precede les racines de l’Equation z,,,, = 0 sont ex- 
primees par e„,, en donnant ä m et & toutes les valeurs possibles moin- 
dres que 1. Une de ces valeurs est zero, savoır 

En divisant le numerateur de la fraction z,,,, par x, on aura, en 
egalant le quotient A zero, une Equation: 

2». Pe 6, 
du degre 4u’+ Je dis que cette &equation peut ötre resolue l’aıde 
d’cquations du degre 2u +2 et du degre 2u. 


. 
3 
25 
- 
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Soit une fonction quelcongque symetrique et rationnelle des quwan- 
titEs En mettant au lieu de &,, e,,.... leurs 
expressions en fonctions rationnelles de e,, p deviendra une fonction ra- 
tionnelle de cette racine. Faisons: 

209. = ®e, 
on aura evidemment: 
210. 9e, = de, = fe, m.... = De;.; 
equations qui auront lieu quelle que soit la racine e. Üela poscd, mettons 
C„,, au lieu de e, ıl est clair que 
se changeront respectivement en: 


Done on aura: 

210°. Denı = Peema = 
Formons l’equation: 
Seront des fonctions symelriques et ralionnelles de 
De, + Or on pourra les exprimer rationnellement en c. 

En effet ıl sufit d’avoır la valeur de: 


En vertu des &quations (210., 210°.) cette quantit& pourra s’ecrire comme 


2ER 


ıl suit: 


Or le second membre de cette @equation est une fonction rationnelle et 
symetrique des racines de l’equation P=0; donc on pourra exprimer », 
ratıonnellement par les coefhiciens de cette &equation, c’est-a-dire par c. 
On voit donc que les co@fhiciens de l’equation (211.), 9 Tas - 
seront des fonctions rationnelles en ce. Donc une fonction symetrique 
quelconque des racines: 


pourra &ätre determine par le module c, Yaide d’une &quation du degre 


2#--2. Cela pose, faisons: 
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213. = 
Les coefliciens Pı> » seront des fonctions rationnelles et sy- 
metriques de e, &,.... €,.; donc, comme nous verrons, on pourra les 
determiner a laide d’equations du degre 2#+2. Ainsi pour avoir les 
racınes de l’&quation P=0, il suffira de resoudre des &quations du degre 
et Qu +2. 


Ce qui precede est susceptible d’une application importante. Le 
module c’, exprime par la formule (156.), est comme on voit une fonc- 
tion rationnelle et sym&trique de &,, Donc, en vertu 
de la propriet@ demontr&e prec&demment, on pourra trouver le module 
en e ä laide d’une Equation du degre 2%» +2. Cette &quation ne pa- 
roit guere resoluble algebriquement, excepte lorsque 2u+ı=3. Dans 
ce cas elle sera du quatrieme degre. 


En appliquant le theoreme XH. a Tequation: 


on aura, en remarquant que le degre de la fonction r,,,, est (2u+1)°, 
et 2#-+1 un nombre premier: 

ou y est une fonction de x du u 2u +1, et Fa une fonction de y 
du m&me degre. On aura: 


et , 
zufı Vc "1— ce? y?)(1— 2 52) 
zur 1— 1— ei 
2 
e Ve e .. Eur 


e’ est determine de la m&me maniere en c’ que e lest en c. Donc sı 
lon change e en c/; ce se changera en De la il suit que l’&quation 
entre les modules c’ et ce doit rester la m&me si l’on change simultane- 
ment c en c’ et c’ en c. 
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Puisque c’ depend d’une &quation du degr&e 24-2, on pourra don- 
ner a la fonction y, 2442 valeurs differentes. 
. 11. 


Des transformations differentes qui repondent a un möme degri 
de la fonction y. 


A + A: 2° +... 
| 
Supposons # premier et d’abord x=1. Dans ce cas le module c‘, 
en vertu des formules du paragraphe ?., aura sıx valeurs differentes et 


la fonction y en aura douze. 
Sı 2=2%, on aura toutes les solutions possibles en combinant les 


deux formules (163., 165.) avec les sıx formules du paragraphe ?%., ce 
qui en donne 15 valeurs differentes du module c‘. 
Sı Ion fait 


= 


Soit 


et 


1—c „ 2Vec 2V —c 
ces 18 valeurs se trouveront en mettant dans les six fonctions: 

les trois quantites c,, c,, c, au lien de c. 

Si # est un nombre premier impair, on aura d’abord 2#« +2 va- 
leurs du module ec’, qui repondent a la forme suivante de y: 
Or de chaque valeur de y de cette forme on tire en vertu des six for- 
mules du paragraphe ?. cing autres de la forme: 
1-V 1+,V—c 
auxquelles repondent respectivement les modules: 
ce?’ \L+Vc/? —c/’ 
On aura donc en totalitö un nombre de 6(2r +2) +1) va- 
leurs differentes pour le module ec. On en aura le double nombre pour 


la fonction y. 
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. 1% 


Resolution de l’&quation y= wa. 


L’equation algebrique y= br, ou ‘br est une fonction ration- 
nelle queleonque de x, satısfaisant A une &quation differentielle de la 
forme (214.), jouira de la propriete remarquable d’ötre resoluble par rap- 
port a x a Vaide de radıcaux. Cela est facile de d&montrer en ayant 
egard a la forme des racines de cette @quation. D’abord si le degre «u 
est un nombre compose —=n.n,.n2,....7,, On pourra faire comme nous 


e 


venons de voir dans le |. 7.: 


ou designent des fonctions rationnelles respecti- 
vement des degres 7,, + A, ces derniers nombres &tant pre- 
miers. On aura donc la valeur de x en y ä Yaide de la resolution de 
equations des degres 7, 2,, 2, respectivement. Donc ıl suflit 
de resoudre dans le cas ou le desre est un nombre 
premier. Sı —=2, on aura l’expression de x par les r&gles connues. 
Si est ımpair, les racines de l’equation y= seront les » quan- 
tıtes suivantes: 
Cela posed, soit une racine imaginaire de l’Cquation 


....+0.0r. 
En substituant pour les quantiies leurs valeurs: 
2 N ent en Ax 


0? e;. 


et faısons 


0” = 


et remarquant que 
m 


2 
1— c? 


— 


ıl est claır quon aura: 
— ER 
=p+yäs, V=p—yAr, 
ou p et g sont des fonctions rationnelles de x. Cela fait voir que v.: 
et vet Lu sont des fonctions rationnelles de z; or je dis qu’on pourra 


exprimer ces quantitös en fonctions rationnelles de y. En eflet ıl est 


clair en veriu de Ja forme de v et v‘, que sı l’on fait 
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les deux fonctions x et fx ne changeront pas de valeur en mettanl 
pour x les 2#-+-1 quantıtes: 

Donc on aura: 


Ces expressions des quantites v.v‘, sont des fonctions ra- 
tionnelles et sym&triques des racines de lequation y= Ya; donc 
on pourra les exprimer ratıonnellement par les coöflicıens de cette cqua- 
tion, c’est-a-dire en Y. 
Faisons donc: 
s et £ seront des fonctions rationnelles de y. On en tire 


On connoit donc la fonction v. Maintenant sı lon designe par v,, v,, 


les valeurs de v qui repondent respectivement aux racines 
1,0, 8, 0°, 2... 0% de lequation — 1, on aura sur le champ: 


1 
== 


qui est l’expression generale des racines. 


On aura par la une classe tres etendue d’cquations algebriques de 
tous les degres, r&solubles algebriquement. Nous n’entrerons pas icı dans 
des details sur ce sujet, mais nous renvoyons nos lecteurs a la seconde 
partie de ce m&moire, ol nous en donneront des d&veloppemens 6tendus 
et remarquables a cause de belles proprietes des fonctions elliptiques 
qu’on en peut tırer. 


On pourra encore remarquer comme cas particulier l’equation: 
Y, 
ou 2, designe la fonction rationnelle de x du degrd a’, qui salisfera & 
l’equation: 
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On en pourra toujours tirer la valeur de x en y a laide des ra- 
dicaux. Si « est un nombre ımpair, on pourra donner aux racines cette 
forme tres sımple: 


ou Ps Sont des fonctions entieres ımpaires de y du 
degr& et 9, 95 95 des fonctions paires de y du degre »—3. 
Pm et seront determines par l’equation 


ou e„ est une constante, savoir une racine de l’Equation x, = 0, 


Chapitre 
Theorie gene£rale de la transformatıon des fonctions 
elliptigques par rapport au module. 


A laıde des theoremes que nous avons ctablis dans les chapitres 
pröc&dens, nous pourrons maintenant donner la solution de ce probleme: 

„Etant propose une fonction elliptique avec une mo- 
dule quelcongue, exprimer cette fonction de la maniere la 
plus generale en d’autres fonctions.” 


Condition generale pour la transformation, 
Soıt propos‘ une integrale de la forme: 
on demande, s’il est possible d’exprimer cette integrale par des fonctions 


algebriques, logarıthmiques et des fonctions elliptiques, dont les modules 
sont + » C,, en sorte qu’on 


ou As Am sont des constantes, 7,, 7, : des fonctions 
algebriques de x, et 7 une fonction algebrique et logarithmique. vw,» 
designent des fonctions ellipliques ayant respectivement 


Cela posd, cette equation donnera en vertu de (S6.): 


r 
J | 
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et egalement 
A, Yı NA, 


sont des fonctions rationnelles de x. 
Sı l’on suppose, ce qui est permis, quil soit impossible d’exprimer 


NAx 
par un nombre moindre des fonctions ++ Ym, Al est claır, 


qu’aucune des quantites Ym ne pourra constante. 
On doit donc avoir söparement, en vertu du theoreme demontre 


dans le premier paragraphe du chapitre precedent: 


OU Sont des constantes. Cela donne en integrant, 
= 508, = 501, .... 


sauf une constante qu’il faut ajouter A chacune de ces &quations. On 
pourra donc Enoncer ce theoreme: 


Theoreme XIII. Une relation quelconque entre des fonctions 
elliptiques, ayant €,, - » C„ pour modules, ne pourra subsister a 
moins qu’on n’ait entre les fonctions correspondantes de la premiere espece, 


cette relatıon: 


1 1 


Em 
OU Sont des constantes et Yı, Yay Ym des fonctions 
rationnelles de la variable r. 
On pourra donc encore satisfaire aux @quations suivantes: 
a 
a 


216. 


OU sont des fonctions rationnelles de z; ou bien, si l’on 
designe par c et c‘ les modules de deux quelconques des fonctions entre 
lesquelles on a une relation, on pourra toujours satisfaire a l’equation: 

217. = e.ulz, c) 
en supposant 2’ fonction rationnelle de x, on x fonction rationnelle en z’, 
Cette equation donne 

218. 


ex 


. . . . | 


348 2%, dbel, theorie des fonctions elliptiques. 


Soit maintenant x’ une fonction rationnelle de x; sı r’ designe une fonc- 


tion rationnelle quelconque de x‘, on pourra transformer r en une fonc- 
tion pareille de x. En la designant par r, on aura donc r‘==r. Donc 
en multıpliant l’equation differentielle cı-dessus par r‘, on aura, en 
integrant: 

219, oz’ 


- — 

A Alz,e) 

Onelle que soit la fonction rationnelle r, on pourra toujours, comme on 
sait, exprimer 


Alz,e) 
par des fonctions elliptiques des trois especes avec le module ce. On aura 
ce theoreme: 


Theoreme XIV. Sı une fonction elliptique quelconque Pr, ayant 
-‘ pour module, peut &tre exprimee par d’autres fonctions avec les modules 
+ On pourra toujours exprimer la m&me fonction Pr par 
des fonctions elliptiques avec le m&me module c, c etant un quelcongue 
des modules » €m, et cela de la maniere suivante: 


ou y et r sont des fonctions rationnelles de x *), 


*%) C'est jusqu’ici que ce me@moire est parvenu & l’editeur. Mr. Abel est mort sans l’avoir 


fini. (Vovez son necrologe ä la fin de ce cahier.) 
Note de l’editeur. 


> Alz,e)’ 
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21. 

Über die allgemeinen Geseize, nach welchen irgend 
zweı Flächen einen Contact der verschiedenen 
Ordnungen haben. 

(Von Herrn Prof. Plücker zu Bonn.) 


1. Kine gegebene Fläche kann in einem gegebenen Puncte mit einer 
andern Fläche, die der Art nach, d. h. durch eine Gleichung gegeben 
ist, in der die Coefhicienten beliebig zu bestimmende Gröfsen sind, einen 
verschiedenartigen, mehr oder weniger innigen Contact haben. Je inniger 
dieser Contact sein soll, desto mehr Bedingungen müssen befriedigt wer- 
den, desto mehr unbestimmte Coöflicienten mufs die allgemeine Glei- 
chung der osculirenden Fläche haben. Die möglichen Ordnungen des Con- 
tactes pflegt man nach der Zahl dieser Coöficienten zu bestimmen, und 
nach der gewöhnlichen Entwickelungsweise sind 1-2 
Coöficienten nothwendig und hinreichend, damit ein Contact der zten Ord- 
nung Stati habe. Man sıehet leicht ein, dafs wenn man annımmt, die 
Gleichung der osculirenden Fläche sei nach stsigenden Potenzen der 
drei Veränderlichen entwickeit, jene unbestimmten Coefhicienten nicht 
zu durchaus wilikürlichen Potenzen gehören dürfen. Aber auch mit 
dieser Beschränkung ıst jene Bestimmung nur dann die richtige, wenn der 
Grad der sich osculirenden Flächen rücksichtlich der Ordnung des Con- 
tactes von einer bestimmten Höhe ist. Denn damit z. B. zwei Flächen drit- 
ten und zweiten Grades einen Contact der Sten Ordnung haben, sind nicht: 


I+2+3 
1+2 434443 +2 = 15 


Bedingungs-Gleichungen zu befriedigen. Überdies ist die Bestimmung 
der möglichen Ordnungen des Coniactes nach der Zahl der Coöflicienten 
der osculirenden Fläche eine durchaus indirecie. 

Es scheint mir am natürlichsten und am leichtesten, die Discussion 
des Contactes zweier Flächen in einewi gegebenen Puncte, anzuknüpfen an die 
Theorie des Contactes der beiden Durchschnittscurven der beiden Flächen 


sondern nur: 
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mit einer Ebene, die durch den Berührungspunct geht und die man sich um 
eine in derselben befindliche, und durch diesen Punct gehende gerade Linie 
drehen läfst. Auf diese Weise ergiebt sich zugleich ohne Aufwand von 
Rechnung die Beantwortung einer Reihe von Fragen, die sich von selbst 
darbieten und mit denen man sich bisher wenig beschäftigt zu haben 
scheint. Nach wie vielen Richtungen z. B. müssen zwei Flächen des mten 
und zm’ten Grades einen Contact der zten Ordnung haben, damit ein Contact 
derselben Ordnung nach allen Richtungen hin Statt finde? Wenn zwei 
solche Flächen einen vollständigen Contact der zten Ordnung haben, findet 
alsdann möglicher oder nothwendiger Weise nach gewissen Richtungen ein 
Contact der (2-+1)ten Ordnung Statt? Kann dieser Contact auch von noch 
höherer Ordnung, der (2-H-p)te sein, und ist er dann nach allen eben bezeich- 
neten Richtungen ein Contact von dieser höheren Ordnung, oder nur nach 
einer bestimmten Zahl derselben? In welchen Beziehungen steht die 
Durchschnitts- Curve (im Allgemeinen doppelter Krümmung) zu der Ord- 
nung des Contactes? In welcher Beziehung stehen zu einander, bei den ver- 
schiedenen Contact-Ordnungen, die Durchschnitts- Curven der beiden Flä- 
chen mit der gemeinschaftlichen Tangential-Ebene? Von welcher Ord- 
nung ist der Contact, wonn die beider Flächen sich nach theilweise ebe- 
nen Curven schneiden und diese in der Tangential- Ebene zusammenfal- 
len? Und, umgekehrt, von welcher Ordnung mufs der Contact sein, da- 
mit die beiden Flächen nach einer oder mehreren zusammenfallenden Ebe- 
nen sich berühren? u. s. w. 

„Wenn zwei Curven sich osculiren, so vereinigen sich im Oscu- 
lationspuncte mehrere Durchschnittspuncte”. Diesen Satz betrachtet man 
gewöhnlich als eine Folge des Prinzips der Continuität; ich habe ihn in 
meinen „Entwicklungen,” um darauf‘ die Theorie der Osculation ebener 
Curven zu gründen, lediglich als die geometrische Interpretation eines 
algebraischen Factums, nemlich der gleichen Wurzeln derjenigen Glei- 
chungen betrachtet, die man erhält, indem man nach einander zwischen 
den Gleichungen der beiden Curven jede der Veränderlichen eliminirt. 
Beim Contacte von Flächen kann zwar von einem Zusammenfallen einer 
bestimmten Anzahl von Durchschnittspuncten unmittelbar nicht mehr 
die Rede sein: für das Analoge erhalten wir hier aber Folgendes. „Wenn 
„irgend zwei Flächen einen Contact der zten Ordnung haben, so vereini- 
„gen sich in dem Contactpuncte (2-1) Zweige der Durehschnittscurve 


f 
> 
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„der beiden Flächen (Zweige die paarweise genommen imaginär werden 
„können), oder, mit andern Worten, der Contactpunct ist ein (2-+-1)fa- 
cher Punct dieser Curve.” (Wenn wir also durch den Contactpunct irgend 
eine Ebene legen, so wird dieselbe in diesem Puncte von den (2 + 1) Zweigen 
der Durchschnittscurve in (2+1) zusammenfallenden Puncten geschnitten. 
Diese Puncte bilden den Osculationspunct derjenigen beiden Curven, nach 
welchen jene Ebene die beiden Flächen schneidet.) Auf diesen Satz könn- 
ten wır die Theorie des Contactes zweier Flächen in einem gegebenen 
Puncte gründen. Nur würde diese Art zu verfahren mehr Rechnung er- 
forderu, als die oben angedeutete, weil wir nothwendig die Gleichung 
einer Projection der Durchschnittscurve der beiden Flächen entwickeln 
mülsten. Wenn (wodurch die Untersuchung aber ungemein eingeschränkt 
wırd) ın den Gleichungen der beiden Flächen z als Function von y und x: 
gegeben ıst, so erhält man für die Gleichung der Projection der Durch- 
sehnittscurve auf die Ebene der y und x: 

Um auszudrücken, dafs diese Curve durch den Anfangspunct der Coor- 
dinaten gehe, in diesem Puncte einen Doppelpunct, einen dreifachen, vier- 
fachen etc. Punct habe, müssen wir, nach der bekannten Theorie, die 
letzte Gleichung nach steigenden Potenzen von y und x entwickeln, und 
dann das constante Glied, die Co@fhicienten der ersten, zweiten, dritten etc. 
Potenzen der beiden Veränderlichen gleich Null setzen. Auf diese Weise 
erhalten wir auf der Stelle die bekannten Bedingungsgleichungen, welche 
uns die gewöhnliche Tlieorie des Contactes zweier Flächen giebt. 

In den nachstehenden Entwickelungen habe ıch, nach der zuerst 
bezeichneten Methode, die Theorie des Contactes einer Fläche zweiter 
Ordnung mit einer andern Fläche derselben Ordnung und mit einer Fläche 
dritter Ordnung vollständig behandelt, um mich so, anf dem Wese der 
Induetion, zu den allgemeinen Gesetzen, nach welchen überhaupt irgend 
zweı Flächen, namentlich zwei algebraische von bestimmten Graden, sich 
osculiren. Was hier noch unvollständig bleiben mag, gedenk’ ich später 
an einem andern Orte nachzutragen. 

2. Bei der Annahme durchaus beliebiger Coordinaten- Axen seien: 

| 45° 


A 


| 
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die Gleichungen irgend zweier durch den Anfangspunct gehender Flä- 
chen zweiter Ordnung. Alsdann stellen bekanntlich die linearen Theile 
dieser Gleichungen: 


Gz + Hy -F- Kx 0, 

G’z=+- 0, 
die Tangential-Ebenen der beiden Flächen im Anfangspuncte der Coor- 
dinaten dar. Die Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen ist eine, bei- 
den Flächen gemeinschaftliche Tangente. Nehmen wir diese Linie zur 
Axe der x, so ergiebt sch Ä=KÄ’=0. Wenn die bcsiden Flächen die- 
selbe Tangential-Ebene haben, so müssen die beiden letzten Gleichun- 
gen identisch sein. Dies erfordert überdies noch z zu2 Er Wenn diese 
gemeinschaftliche Tangential- Ebene mit der Ebene der xy zusammen- 
fallen soll, so mufs ZZ und ZH’ verschwinden. Diesen Bestimmungen ge- 


mäfs nehmen die Gleichungen (1.) folgende Form an: 


2) 2Bzy+2Czx+ + 2Eyx+ 2Gz 0, 
0, 


3. Wenn wir die Axe der x in der Tangential-Ebene um irgend 


\ 


einen Winkel # fortrücken lassen, um alsdann die Durchschnittscurven 
der beiden gegebenen Flächen mit der neuen Ebene der z, x zu bestim- 
men, so brauchen wir nur, wıe bekannt, wenn wir den von den Axen 
der y und x gebildeten Winkel nennen, sin für x, und xsin« 
für y in den letzten beiden Gleichungen zu substituiren und nachher 
y=0 zu setzen. Auf diese Weise ergeben sich folgende beide Glei- 
chungen: | 
3) fa = 0, 
az + 2czc + fx = 0, 
indem wir, der Kürze halber, 
a=A, ce = Bsinae +Csın B—e), 
f = Dsin’® + 2Esına sin + 2 =G, 
A, ‘=b’sine + Osin(ß—e), 
f= D'sin’« + 2E'sin« +F'sin’ß—e), 
setzen. Die beiden durch (3.) dargestellten Curven berühren sich im- 
mer im Anfangspuncte der Coordinaten, welches auch der Winkel sein 
mag. Wenn der Contact in diesem Punete ein dreipunctiger sein soll, 


so wird erfordert, dafs 
nt 


5 


4 
2 


+ 

wi 
ww 
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und mithin, wenn wir substituiren: 
G [D' sin’ «+ 2E‘sin« sin (d— + sin’ 
—= G’|Dsin’z + 2 Esine sin (B— + Fsin’(ß— 
Hieraus ergiebt sich, wenn wir entwickeln und, der Kürze halber, für 


den Ausdruck = ZB 2)’ der wenn der Coordinaten- Winkel ß ein rech- 
in 


ter ist in tang& übergeht, ® schreiben, folgende quadratische Gleichung: 
(4) + = 0. 
Also: 

Wenn irgend zwei Flächen zweiter Ordnung in dem- 
selben Puncte eine gemeinschaftliche Tangential-Ebene 
haben, so giebt es überdies, im Allgemeinen, zwei Richtun- 
gen, nach welchen die Flächen dieselbe Krümmung, d.h. 
einen Contact von drei Puncten haben. 

Die eine dieser Richtungen fällt mit der ersten oder zweiten Axe, 
oder beide Richtungen fallen mit den beiden Axen zusammen, wenn 
GF'=G', oder GD'= G’D, oder wenn zugleich GF'= und 
GD'=G’D. 


4. Die folgende geometrische Beziehung der beiden ın Rede ste- 
henden Richtungen ergiebt sich unmittelbar aus der Form der Glei- 
chung (4.), in der das zweite Glied ausfällt, wenn Z=EF'=0. Wenn 
man nemlich irgend eine den beiden Flächen begegnende, der Tangen- 
tial-Ebene parallele Ebene legt, so haben die beiden Durchschnittscurven 
ın dieser Eibene, wie überhaupt je zwei in derselben Ebene befindlichen 
Linien zweiter Ordnung, ein gemeinschaftliches System zugeordneter 
Durchmesser. Wenn man alsdann durch den Berührungspunct beider 
Flächen diesen beiden Durchmessern zwei gerade Linien parallel zieht, 
so bilden diese mit denjenigen beiden geraden Linien, nach welchen die 
beiden gegebenen Flächen dieselbe Krümmung haben, eine System von 
solchen vier geraden Linien, die man „Harmonicalen” nennt. 

Wenn eine der beiden sich berührenden Flächen, etwa die erste, 
eine Kugel ıst, oder wenn auch nur der Berührungspunct ein „ombilic” 
dieser Fläche ıst, so hat man, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Co- 
ordinaten, immer E== 0, und indem man die Axen der x und y nach den 
Hauptkrümmungs-Richtungen der zweiten Fläche nimmt, verschwindet 
auch £‘. Man erhält also für @ oder tang@ zwei gleiche und entgegen- 


. 
® 
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gesetzte Wertlie, so dafs die durch & bestimmten Richtungen gemein- 
:chaftlicher Krümmung mit den Hauptkrümmungs-Richtungen der zwei- 
ten Fläche gleiche Winkel bilden. 
Wenn der Berührungspunct ein „ormbilic” beider Flächen zugleich 
ist, 8o verliert die Gleichung (4.) ihre Bedeutung; denn alsdann hat man 
D=F, ZE = 


f=R 


und mithin: 


Die Gleichungen: 
d 
werden also entweder gar nicht befriedigt, oder für jeden beliebigen 
Werth von «. Dasselbe ergiebt sich auch a priori. 
9. Wenn wir die Gleichungen (?.) addiren, nachdem wir die 
zweite derselben mit einem unbestimmten Coöficienten multiplicirt ha- 


ben, so erhalten wir: 

+ 2(E+nP)yx+ = 
für die allgemeine Gleichung aller Flächen zweiter Ordnung, welche mit 
den beiden gegebenen dieselbe Durchschnittscurve haben. Sollen sich 
diese Flächen daher in ebenen Curven schneiden, und eine derselben 
ın die Ebene der xy fallen, wo sich dieselbe alsdann auf einen Punct 
oder ein System von zwei geraden Linien reducirt, so erhalten wir fol- 
sende Bedingungs- Gleichungen: 
D+uD’=0, E+ıE=0, 
mithın 
E F 

Diese Gleichungen enthalten zwei von einander unabhängige Be- 
dingungen, von denen aber nur eine auf die Natur der Flächen sich be- 
zieht. Denn wir können immer in den ursprünglichen Gleichungen (?.) 
die Coöfficienten von xy beide fortschaffen, indem wir die Richtung der 
Axen der x und y ändern. 

Vermittelst der Gleichungen (5 ) können wir die Gleichung (4.) der 
}ten Nummer auf jede der beiden nachstehenden zurückführen: 

D® 
= 0; 


woraus hervorgeht, das alsdann die in jener Nummer bezeichneten Rich- 


= 

> 

| 
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tungen gleicher Krümmung diejenigen sind, nach welchen die Krüm- 
mungen beider Flächen unendlich werden. Die Hauptkrüm- 
mungen der beiden Flächen haben dieselben Richtungen, und nach jeder 
beliebigen Richtung ist das Verhältnifs der Krümmungen beider Flächen 
eın Cconstantes. 

6. Die zweite Durchschnitts-Ebene der beiden gegebenen Flächen 
wird, bei den eben gemachten Voraussetzungen, durch folgende Gleichung 
dargestellt: 

6) HH = 0. 


Soll diese Ebene durch den Berührungspunct gehen, so ist nothwendig 


G+tuG= 0, 
und also nach der vorigen Nummer: 


wonach die Gleichung (4.) der ?ten Nummer für jeden beliebigen Werth 
von ® befriedigt wird, und, umgekehrt: diese Gleichung wird nur dann 
befriedigt, abgesehen von dem besondern, am Ende der 3ten Nummer be- 
trachteten Falle, wenn die in (7.) enthaltenen Gleichungen Statt haben. 
Diese Gleichungen enthalten also die Bedingungen einer dreipuncti- 
gen Osculation nach allen Richtungen. Diese findet nur dann 
Statt wenn die gegebenen Flächen sich in demselben Puncte 
so berühren, dafs sie aufserdem noch in einer ebenen (Curve 
sich schneiden und diese Curve durch den Berührungs- 
punct geht. 

7. Die Gleichungen (3.) stellen in dem eben betrachteten Falle 
zwei Durchschnittscurven dar, die sich immer im Anfangspuncte oscu- 
liren, welches auch der Winkel & sein mag. Soll diese Osculation eine 
vıerpunctige sein, so erhalten wir, wie bekannt, neben der Bedin- 


gungs- Gleichung 


noch eine zweite: 
c c’ 
statt welcher wir auch folgende nehmen können: 


oder, wenn wir substituiren, folgende: 


I. 
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G [B’sina + C’sin(?—e)]| = G’[Bsina + Csin (P—o)]. 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich: 
+ = 0. 
Also: 

Wenn zweiFlächen zweiter Ordnung nach allenRich- 
tungen hin einen dreipunctigen Contact haben, so findet 
überdies nach einer Rıchtung hin ein Contact von vier 
Puncten Statt. 

Die obige Gleichung zeigt, dafs diese Richtung eines höhern Con- 
tactes durch die Durchschnittslinie der Durchschnitts- Ebene (6.) der bei- 
den gegebenen Flächen mit ihrer gemeinsamen Tangential- Ebene ange- 
zeigt wird; wıe dies auch a priori sich leicht einsehen läfst. 

Ss. Wenn die beiden Gleichungen (4.) und (8.) zugleich beste- 
hen sollen, so erhalten wir folgende Bedingungs-Gleichung: 

(GD'’— (GC'— 2(GE’—G’E) (G0’— G'O)(GB'—.G'B) 
In diesem Falle ist die Osculation der beiden gegebenen, sich blofs be- 
rührenden Fiächen, die, ım Allgemeinen, nach dem Satze der 3ten Num- 
mer nach zwei Richtungen hin Statt hat, nicht nach beiden Richtungen 
eine dreipunciige, sondern nach einer derselben eine vierpunc- 
tige, und ımmer eine reelle, 

9. Für den Fall eines vollständigen Contacies zweiter Ordnung 

nımmt die Gleichung (6.) nach dem Vorstehenden folgende Form an: 
= 0. 
Soll die bezügliche Durchschnitts-Ebene mit der Tangential- Ebene zu- 
sammenfallen, so ist nothwendig und hinreichend, dafs 
=0, 

Eine dieser beiden Bedingungs- Gleichungen wird wieder auf Rechnung 
der Coordinaten- Annahme kommen, denn man kann die Richtung der 
dritten Axe so verändern, dafs aus den beiden Gleichungen (?.) die CocT- 
ficienten von zy oder zx zugleich verschwinden. Der Werth von ® er- 
scheint nach diesen Bedingungs-Gleichungen unter der nicht reducirba- 
ven Form %; es findet also, und es findet nur in diesem Falle nach 
allen Richtungen hin eine vierpunctige Osculation der beiden 


vlächen Statt. Wir haben also ın diesem Falle folgende Bedingungen: 
3 Ü D E F G 
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Es giebt unendlich viele Flächen zweiter Ordnung, die mit einer 
gegebenen in einem gegebenen Puncte einen vollständigen Contact der 
dritten Ordnung haben. Eine solche Fläche ıst vollkommen bestimmt, 
wenn überdies irgend ein Punct, durch welche sie gehen, oder irgend 
eine Ebene, die sie berühren soll, gegeben ıst. 

Die vorstehenden Entwicklungen enthalten die vollständige 
Theorie des Contactes zweier Flächen zweiter Ordnung in 
einem gegebenen Puncte. Ich könnte an dieselben unmittelbar eine Reihe 
interessanter Constructionen knüpfen, dem analog, wıe ich es in meinen 
„Entwicklungen” in Beziehung auf Osculation der Linien zweiter Ordnung 
gethan habe. Doch dies liegt nicht ın der Absicht gegenwärtigen Auf- 
satzes. Ich gehe daher sogleich über zu der vollständigen Theo- 
rie der Osculation zweier Flächen zweiter und dritter 
Ordnung. 

10. Die Gleichungen irgend zweier Flächen driiter und zweiter 
Ordnung, welche von der Ebene der yx ım Anfangspuncte berührt wer- 
den, seien, bei derselben Coordinaten - Bestimmung als bisher, folgende: 
Az’+Bz’y+ +4 Dzy’+ + --Gy’+ + Kx’ 

L’2+M'zy+Nzx +09 +0 Rz= 0. 
Wenn wir die Axe der x ın der Tangential-Ebene um irgend einen 
Winkel # sich drehen lassen, und durch diese neue Axe der x und die 
Axe der z eine Ebene legen, so müssen wir, um die Gleichungen der 
Durchschnittscurven der beiden gegebenen Flächen mit dieser Ebene zu 
finden, in den vorstehenden Gleichungen für y und »sin 
für x schreiben und dann y==0 setzen. Auf diese Weise kommt: 

0, 
indem wir, der Kürze halber, 
a—=A, e=Dsin’z +Esina 
d= Gsin’«+ sin (? — + I sin zsin’(? — + Ksin’(B— e), 
e=L, f= Msina +N su (P—e), 

g = + Psina sin(?—e) + Osinß—o), h=R, 

e=L/, ff= Msne + Msn(ß—e), 

setzen. Wenn die durch die Gleichungen (2.) dargestellten Curven sich 
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dreipunctig osculiren sollen, so hat man folgende Bedingungs- Gleichung: 
he'—h'g = 0*) 
aus der wir, ähnlich wie in der 3ten Nummer, folgende erhalten: 
(3.) + = 0. 
Also: 

Wenn eine Fläche zweiter und eine Fläche dritter 
Ordnung in demselben Puncte von derselben Ebene berührt 
werden, so giebt es im Allgemeinen zzvei Richtungen, nach 
denen zwischen den beiden Flächen ein Contact von drei 
Puncten Statt hat. 


Es hat die Durchschnittscurve der beiden Flächen im Berührungs- | 
puncte derselben einen Doppelpunct, einen Rückkehrpunct oder 
einen conjugirten Punct; und mithin im ersten Falle in diesem 
Puncte zwei Tangenten, die im zweiten Falle zusammenfallen 
und ım dritten Falle imagınär werden. Diese Tangenten zeigen die 
Richtungen jener dreipunctigen ÖOsculation an. Dasselbe gilt offen- 
bar von je zweı Flächen jedes beliebigen Grades. 


il. Soll nach allen Richtungen hin ein Contact zwei- 
ter Ordnung Statt finden, so mulfs die Gleichung (3.) für jeden be- 
liebigen Werth von ® befriedigt werden. Dies führt uns zu folgenden 


drei Bedingungs- Gleichungen : 
(4) RO'= RO, 


*) Man erhält nach meinen „ Entwicklungen” S.227., Note, folgende Gleichungen: 
(a.) he'—h'g 
(6) fg = 0, 
(e.) g’(g’e—ge)= h’(eg'—df!), 
(d) gb g'—de) = 
Die erste dieser vier Gleichungen zeigt eine dreipunctige OÖsculation der Curven (2.) im An- 
fangspuncte der Coordinaten an, die zwei ersten zeigen eine vierpunctige, die drei ersten eine 
fünfpunctige, und endlich alle vier zusammen eine sechspunctige Osculation an. Wenn 
man zu den vorstehenden vier Gleichungen noch folgende fünfte hinzufügt: 
ag? = e'(ceg'—df'), 
so wird dadurch ausgedrückt, dafs die Linie dritter Ordnung aus dem Systeme der Linie zweiter 
Ordnung und irgend einer geraden Linie besteht. Statt der drei letzten Gleichungen (e.), (d.), (e.) 
können wir folgende drei nehmen: 
(c.) 
(e'.) = (0, 


Gleichungen die wir erhalten, indem wir die jedesmalig vorhergehenden berücksichtigen 
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oder 

Wir wären zu denselben Bedingungs-Gleichungen gekomm. n, wenn wir 
statt der gegebenen Fläche dritier Ordnung diejenige Fläche ın Betracht 
gezogen hätten, die durch denjenigen Theil ıhrer Gleichung dargestellt 
wird, der die veränderlichen Gröfsen nur ın der ersten und zweiten Po- 
tenz enthält. Es ist klar, dafs wir überhaupt ın allen denjenigen Fäl- 
len, wo es sich blofs von einem Contacte zweiter Ordnung zwischen 
irgend zweien Flächen (algebraischen oder transcendenten) in einem 
gegebenen Puncie handelt, zwei Flächen zweiter Ordnung nehmen kön- 
nen, deren Gleichungen wir aus den Gleichungen jener Flächen (nöthigen 
Falls entwickelt) auf die eben angezeigte Weise erhalten. 


12. Wenn irgend eine (algebraische oder transcendente) Fläche 
ın irgend einem Puncte von einer Ebene berührt wird, so schneidet diese 
isbene die Fläche in einer solchen Curve, die im Berührungspuncte einen 
Doppelpunct, einen Rückkehrpunct oder einen conjugirten 
Punct hat. Wenn zweı Flächen von derselben Ebene ın demsel- 
ben Puncte berührt werden, so enihält diese Ebene zwei Durch- 
schnitisecurven mit demselben Doppelpuncte. \Venn der Con- 
tact der beiden Flächen ein vollständiger der zweiten Ordnung 
ist, so erhalten wir nach (4.) der vorhergehenden Nummer, wenn wir, 
was ın unserer Willkür steht, die Co@ffieienten von z in den Gleichungen 
beider Flächen gleich setzen (R=Äi‘), auch gleiche Cocficienten von y’, yx 
und x°, so dafs also die Durchschnittscurven der beiden Flä- 
chen mit der Tangential-Ebene in dem gemeinschaftlichen 
Doppelpuncte dieselben beiden Tangenten haben. In dem 
Valle dafs eine osculirende Fläche vom zweiten Grade ist, sind diese 
Tangenien (die ımginär werden können und alsdann auf einen Punct sich 
reduciren) diejenigen beiden geraden Linien selbst, nach welchen die Be- 
rührungs-Ebene jene Fläche schneidet. Zugleich ersieht man auf diese 
Weise, dafs wenn zwei Flächen zweiter Ordnung einen Contact der zwei- 
ten Ordnung haben, die Durchschnittslinie beider Flächen mit der Tan- 
gential-Ebene (ein System von zwei geraden Linien oder eine Ellipse 
die auf einen Punct sich reduecirt hat) dieselben sind, und sich also dıe 


beiden Flächen nach derselben Ebene berühren und überdies ın eıner 
46 * 
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ebenen Curve schneiden. — Umgekehrt ist es nicht hinreichend, dafs die 
beiden Durchschnittscurven in der gemeinschaftlichen Tangential- Ebene 
zweier Flächen dieselben beiden Tangenten haben; auch nicht, dafs diese 
beiden Curven durchaus dieselben sind, damit die beiden Flächen einen 
vollständigen Contact der zweiten Ordnung haben. 

13. Damit der Contact der beiden Curven (?.) ein vierpunc- 
tiger sei, mul[s neben der frühern Gleichung auch noch folgende bestehen: 

Substituiren wir für die in dieser Gleichung vorkommenden Ausdrücke 
ihre Werthe und dividiren zugleich durch sin’(ß —e«), so kommt: 
(MO'— + (MP— M'P+NO'— NO— 

+ — MQ+ NP— N P—RDO + (NV — = 0. 
Also: 

Wenn zweiFlächen zweiten und dritten Grades einen 
vollständigen Contact der zweiten Ordnung haben, so fin- 
det überdies, im Allgemeinen, nach dreien, und immer we- 
nigstens nach einer Richtung, eine vierpunctige Oscula- 
tıon Statt. 

Die Durchschnittscurve beider Flächen (doppelter Krümmung) hat 
ım Anfangspuncte der Coordinaten einen dreifachen Punct (diesen Aus- 
druck in einer ausgedehntern Bedeutung als gewöhnlich genommen) und 
also drei Tangenten, von denen zwei imagınär werden können. Nach 
diesen Tangenten findet jene vierpunctige Osculation Statt. Dasselbe gilt 
offenbar, wenn wir die Fläche dritter Ordnung mit irgend einer belie- 
bigen vertauschen. 

14. Wenn der Contact nach allen Richtungen hin ein 
vierpunctiger sein soll, so ergeben sich folgende vier Bedingungs- 


Gleichungen: 
MO—-MO=RG, 


MP—MP+NO—NO=KH, 

NP =RTI, 

| NVO— NO = 
Diese vier Gleichungen, so wie die drei Gleichungen (4.), sind alle sieben 
rücksichtlich der Constanten jeder der beiden Gleichungen (1.) linear, und 
da keine derselben eine Folge der andern ist, so enthalten sie sieben von 
einander unabhängige Bedingungen. Diese sieben Bedingungen können, 


= 
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im Allgemeinen, nicht erfüllt werden, wenn man die erste Fläche als 
eine gegebene, die zweite als eine zu bestimmende, und dem gemäfs die 
Constanten ihrer Gleichung als unbestimmte Coefhicienten betrachtet. 
Da die Gleichungen (4.) und (6.) kein von diesen Constanten unabhän- 
giges Glied enthalten, so kann von einer absoluten Bestimmung dersel- 
ben nicht die Rede sein; wenn wir aber eine derselben, etwa X‘, beliebig 
annehmen, so geben fünf von jenen sieben Gleichungen die Werthe von 
M', N', O', P' und 0. Der Coöficient Z’ kommt in diesen Gleichun- 
gen gar nicht vor; wenn daher die, durch fünf jener Gleichungen be- 
stimmten Werthe auch die beiden übrigen der sieben Gleichungen be- 
friedigen, wodurch zwei Bedingungs-Gleichungen zwischen 
den Constanten der gegebenen Fläche dritter Ordnung an- 
gezeigt werden, so giebt es unendlich viele Flächen zweiter Ordnung, 
die mit der gegebenen Fläche in dem gegebenen Puncte einen vollständi- 
gen Contact der dritten Ordnung haben. Die Gleichungen aller dieser 
Flächen stimmen, wenn wir einem Coäfficienten, dem von z z. B., den- 
selben beliebigen Werth beilegen, auch in allen übrigen Coöflivienten, 
ausgenommen in dem von z°, überein. Dasselbe ergiebt sich auch a 
priori, weil offenbar alle jene osculirenden Flächen zweiter Ordnung 
auch unter sich einen Contact der dritten Ordnung haben. 

15. Wenn die beiden gegebenen Flächen einen vollständigen Contact 
dritter Ordnung haben, so haben sie, nach gewissen Richtungen, auch 
einen Contact vierter Ordnung. Wenn wir die Durchschnittscur- 
ven nach einer solchen Richtung wiederum durch die Gleichungen (?.) 
darstellen, so erhalten wir zu den beiden frühern Bedingungs-Gleichun- 
gen noch folgende: 

Diese Gleichung wird zuvörderst befriedigt, wenn wir den in den Klam- 
mern eingeschlossenen Ausdruck gleich Null setzen. Dies führt uns, wenn 
wir substituiren und entwickeln, zu folgender Gleichung: 
(ROL— R’L'O— R’D-+ RM'M — M"R)@° 
(8) (+ RP L—RLP— R"E-RM — 
+ (RO = 0. 

Da diese Gleichung in Beziehung auf ® vom zweiten Grade ist, so giebt 
es hiernach ım Allgemeinen zwei Richtungen, nach wel- 
chen der Contact der beiden Flächen ein fünfpunctiger ist. 


. 
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Diese Richtungen werden durch zwei Tangenten an die Durchschnitts- 
curve dieser beiden Flächen angezeigt. 
Die Gleichung (7.) wird ebenfalls befriedigt, wenn man g’=0 
setzt. Dies führt zu folgender Gleichung: 
0@+P9+0= 0, 
lie nach der Ilten Nummer mit folgender identisch ist: 
00 


Die Bedeutung hiervon wird sich später ın der 22sten Nummer ergeben. 


16. Wenn der Contact nach allen Richtungen hin eın 
fünfpunctiger sein soll, so ergeben sich folgende drei Bedingungs- 
Gleichungen: 
| = 0, 
0, 

NO 0. 
Wenn wir die Fläche zweiter Ordnung als eine gegebene betrachten, so 
können wır die Fläche dritter Ordnung immer auf solche Weise be- 
stimmen, dafs die Gleichungen (4.), (6.) und (9.) alle zehn befriedigt 
werden. Diese Gleichungen sind alle in Beziehung auf die Constanten 
der Gleichung der Fläche dritter Ordnung linear. 


(9.) 


17. Sollen in dem Falle eines vollständigen Contacts der vierten 
Ordnung die durch (2.) dargestellten Durchschnittscurven einen sechs- 
puneligen Contact haben, so mufs auch noch folgende Gleichung be- 
{riedigt werden: 

10) = 0. 

Absirahiren wir von dem quadratischen Factor 2‘, so wird diese Glei- 
chung nur dann befriedigt, wenn der in der Klammer befindliche Fac- 
tor verschwindet. Wenn wir substitnuiren und entwickeln, so kommt: 
) (R’B— 
N+ UN RB — RN L+ LN‘R). 
Diese Gleichung giebt uns, da sie in Beziehung auf ® nur vom ersten 
Grade ist, eine einzige Richtung eines sechspunctigen Con- 
actes. Diese Richtung ıst durch eine Tangente an die Durchschnitts- 
surve der beiden Flächen angezeigt. 


18. Soll der Contact nach allen. Richtungen hın eın 
sechspunctiger sein, so erhalten wir folgende zwei neue, in Bezie- 


. 
> 
> 
< 
x 
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hung auf die Coöfficienten der Gleichung der Fläche dritter Ordnung 
ebenfalls lineare Bedingungs- Gleichungen: 
0, 
0. 
Wir erhalten hiernach im Ganzen zwölf Bedingungs- Gleichungen. 

19. Um endlich noch auszudrücken, dafs die erste der durch (?.) 
dargestellten Durchschnittscurven aus dem Systeme der andern und einer 
geraden Linie bestehe, erhalten wir folgende neue Bedinzungs-Gleichung: 

(hete—e"h—h”a) = 0. 
Wenn wir von dem Factor 2“ absirahiren, so erhalten wir, indem wır 


substituiren: 
(13) 


eine Gleichung, die vom Winkel & unabhängig ist. Wird daher diese 
Gleichung befriedigt, so besteht die osculirende Fläche dritter 
ter Ordnung aus dem Systeme der gegebenen Fläche zweiı- 
ter Ördnung und irgend einer Ebene. 


20. Da die geometrischen Beziehungen, um die es uns hier haupt- 
sächlich zu thun ist, von jeder Coordinaten- Annahme unabhängig sind, 
so können wir die Discussion sehr erleichtern, wenn wir für dıe Glei- 
chung der Fläche zweiter Ordnung, die wir als eine gegebene be- 
trachten, folgende nehmen: 

welche, bei gehöriger Bestimmung von «, ß und ', jede beliebige Fläche 
dieser Ordnung darstellt. Die Gleichung der Fläche dritter Ordnung ist, 
indem wir, unbeschadet der Allgemeinheit, den Coeficienten von z gleich 
Eins setzen, folgende: 

15.) 

+/y®+Kx 

Alsdann erhält man 

1) aus den Gleichungen (4.) folgende Bedingungs- Gleichungen für 
einen vollständigen Contact von drei Puncten: 

16.) P=o, 0=y; 

2) aus den Gleichungen (6.) für einen vollständigen Contact von 
vier Puncten, neben den vorstehenden Bedingungs-Gleichungen noch fol- 
gende: 


(17) My=I, Ny=K. 


| 
! 
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Der allgemeinen Gleichung der osculirenden Fläche dritter Ordnung kön- 
nen wir, mit Berücksichtigung der Gleichungen (16.) und (17.) folgende 


Form geben: 
+ = 0. 
Wenn wir in dieser Gleichung für den Ausdruck (Py°+'yr-+z) den 
Werth (—«z°), den uns die Gleichung (15.) giebt, schreiben, so kommt: 
(19.) (B—Ma)zy + 
Die Form dieser Gleichung giebt uns folgenden Satz: 

Wenn zwei Flächen zweiter und dritter Ordnung sich 
nach allen Richtungen hin vierpunctig osculiren, so be- 
rühren sich die beiden Flächen ım Osculationspuncte nach 
einer ebenen Curve (zweiter Ordnung) und schneiden sich 
überdies auf einer zweiten Fläche zweiter Ordnung, die 
mit jenen beiden Flächen ım Osculationspuncte dieselbe 
Tangential-Ebene hat. 

Hiernach könnten wir die Discussion des Contactes höherer Ord- 
nung zweier Flächen zweiten und dritten Grades auf die Theorie des 
Contactes zweier Flächen zweiter Ordnung zurükführen. 

Die Durchschnitte der Tangential-Ebene mit der Fläche zweiter 
und dritter Ordnung haben folgende Gleichungen: 

= 0. 
Die Form dieser Gleichungen zeigt ebenfalls, dafs die beiden Flächen 
sich in einer Ebene berühren. Es besteht nemlich der Durchschnitt der 
Tangential-Ebene mit der Fläche dritter Ordnung, wenn ß und y von 
entgegengesetztem Zeichen sind, aus drei geraden Linien, von denen zwei 
in dem Osculations-Puncte sich schneiden und dieselben Linien sind, nach 
welchen die Fläche zweiter Ordnung von der Tangential-Ebene geschnit- 
ten wird, und von denen die dritte durch folgende Gleichung darge- 


stellt wird: 

(20) 0. 
Die beiden erstgenannten geraden Linien fallen ganz zusammen, wenn 
ß oder y Null sind, wonach zugleich die Fläche zweiter Ordnung ein 
Kegel wird. Wenn endlich ß und y von gleichem Zeichen sind, so be- 


steht jener Durchschnitt aus einem conjugirten Puncte (nemlich einer ver- 


4 
i 


27. Plücker, über die Berührung der Flächen, 365 


schwindenden Ellipse) und einer geraden Linie, die wiederum durch die 
Gleichung (20.) dargestellt wird. 


Die Form der Gleichung (20.) zeigt, dafs die bezügliche gerade 
Linie nie durch den Anfangspunct der Coordinaten, d. hı. durch den Os- 
culationspunct gehen kann; was auch a priori sich ergiebt, wenn ınan 
erwägt, dafs alsdann die Fläche dritter Ördnung mit der Tangential-Ebene 
einen Contact zweiter Ordnung hat, den eine Fläche zweiter Ordnung 
nie haben kann. 


Aus diesen letzten Entwickelungen ergiebt sich auch sogleich die 
geometrische Deutung der beiden Bedingungs-Gleichungen, „dals eine 
Fläche dritter Ordnung in einem gegebenen Puncte mut einer Fläche 
zweiter Ördnung einen vollständigen Contact von vier Puncten habe,” auf 
welche wir in der 14ten Nummer geführt worden sind. Es ist nemlich 
offenbar zu diesem Ende erforderlich, dafs die Tangential-Ebene 
indem gegebenen Puncte die gegebene Fläche nach dreien 
geraden Linien schneide, von denen zweı zusammenlallen und 
auf einen Punct sich reduciren können. (In dem Falle dreier geraden 
Linien wird die Fläche von der Tangential-Ebene ın drei verschiede- 
nen Puncten, nemlich in den Winkelpuncten des von jenen Linien ge- 
bildeten Dreicks berührt; wenn zwei Linien ımagınar werden, findet nur 
ein Berührungspunet Statt; wenn endlich diese beiden Linien in eine 
einzige Linie zusammenfallen, so findet nach dieser ganzen Linie eine 
einfache Berührung und in einem Puncte derselben, dem Durchschnitte 
mit der driiten Linie, ein Contact der zweiten Ordnung Statt.) 


3) Für einen vollständigen Contact der vierten Ordnung erhalten 
wir, neben den Bedingungs-Gleichungen (16.) und (17.), aus den Glei- 
chungen (9.) noch folgende drei: 

21) BL-—)=D, E=o, = F, 
wonach sich die Gleichung der osculirenden Fläche (18.) ın folgende ver- 
wandelt: 


= 0. 
Substituiren wir endlich in diese Gleichung 
— (12242) für 
— 
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so verwandelt sich dieselbe in: 

23.) + = 0. 
Aus der Form dieser Gleichung ziehen wir folgenden Satz: 

Wenn zwei Flächen zweiter und dritter Ordnung ei- 
nen voliständigen Contact der vierten Ordnung haben, so 
berühren sie sich nach zweı Ebenen und schneiden sich 
überdies nach einer ebenen Curve, die durch den Berüh- 
rungspunct der Flächen geht. 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs die Gleichung (23.) von £ 
und Y durchaus unabhängig ist. 

4) Für einen vollständigen Contact der fünften Ordnung ergeben 
sich neben den Gleichungen (16.), (17.) und (21.), aus (12.) noch fel- 


gende beide: 
B= Ma, C= Na. 


wonach sich die Gleichung der osculirenden Fläche (22.) ın 


und dıe Gleichung (23.) ın 


verwandelt. Also: 
Wenn zwei Flächen zweiter und dritterOÖrdnung sich 


nach allen Richtungen hin sechspunctig osculiren, so be- 
rühren sie sich nach dreien Ebenen und haben daher sonst 
keinen Punct mehr mit einander gemein. 

5) Die Gleichung (13.) geht in vorliegendem Falle in folgende über: 

a(L—a) = 4. 
Wenn auch diese Bedingungs-Gleichung befriedigt wird, so besteht die 
Fläche dritter Ordnung aus dem Systeme der gegebenen Fläche zweiter 
Ordnung und irgend einer Ebene. Wirklich stellt auch ın diesem Falle 
die Gleichung: 
= 0 
keine bestimmte Durchschnitts- Ebene mehr dar, und die Gleichung (24.) 
verwandelt sich in folgende: 

12. Aus dem Bisherigen ergiebt sich folgende Bestimmung für 

die Zahl der zu erfüllenden Bedingungen, damit zwei Flächen zweiter 
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und dritter Ordnung in einem gegebenen Puncte nach allen Richtungen 
hin einen Contact der verschiedenen Ordnungen haben. 


Zahl der Bedingungs - Gleichungen. 


Einpunctiger Contact: 
zweipuncligerr - - i+2=35, 

dreipunctiger - - i4-2+3=6, 

vierpunctiger - - 1+2--34-4= 10, 
fünfpuncliger - - 1+2+5+4+3 =D, 
sechspunciger - - 
unendlichpunct. - - 1+2 HR 1 = 106. 


Wenn wir eine Fläche irgend eirer nten Ordnung statt der; Fläche dritter 
Urdnung nehmen, so kann der Contact bis zu einem 7 punctigen stei- 
gen, wo sich alsdann die beiden Flächen in 2 zusammenfallenden Ebenen 
berühren. Für einen (2-+1—)punctigen Contact erhalten wir alsdann 


Bedingungs-Gleichungen, und für einen (2-+1-+ n)punctigen Uontact 


solcher Gleichungen. 


22. Wenn der Grad der osculirenden Fläche höher ıst, als die 


u 


Ordnung des Contacies, so erhalten wir, wenn dieser Contact ein r punc- 


tıger sein soll, Bedingungs s-Cleichungen zu befriedigen. Alsdann 


giebt es überdies nach welchen der Contact ein (2? -+-1)punc- 
tıger ist. Die Zahl dieser Richtungen reducirt sich für die höhern Con- 
tact-Ordnungen, wenn die sich osculirenden Flächen von gegebenen 
Graden sind. Wir haben solcher Richtungen für zwei Flächen zweiter 
und dritter Ordnung, bei einen. ein- zwei- drei- vier- und fünfpunctigen 
Contact, eine, zwei, drei, zwei uni eine nachgewiesen. Um indefs 
hierbei nichts zu übersehen, müssen wir auch auf den Factor y‘ Rück- 
sicht nehmen, den wir in der 15ica — 17ten Nummer vernachläßsigt ha- 
ben. Nach der 15ten Nummer erhalten wir bei einem vollständigen vier- 
punctigen Contact, indem wir g‘==0 setzen, zwei Werthe für 2, welche 
die Richtungen derjenigen gercüen Linien bezeichnen, nach wel- 
chen die Fläche zweiter Ordnung von der Tangential- Ebene geschnitten 
47 
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wird. Diese beiden Linien liegen, nach der Osten Nummer, bei dieser Ord- 
nung des Contactes auch ganz in der Fläche dritter Ordnung. Legt man 
also durch eine derselben irgend eine Ebene, so sind die Durchschnitte 
der beiden Flächen mit dieser Ebene, einerseits, das System dieser gera- 
den Linie und einer Linie zweiter Ordnung, und andrerseits das System 
derselben geraden Linie und einer zweiten. Man kann also den Contact 
dieser beiden Durchschnitte als einen unendlichpunctigen betrachten. Hier- 
aus ist ersichtlich, wie die vier Richtungen eines fünfpunctigen Contac- 
tes, die bei einem vollständigen vierpunctigen Conctacte im Allgemeinen 
Statt haben, sich ın dem vorliegenden Falle auf zwei reduciren. Eben so 
zeigt uns der quadratische Factor 9° in der IÖten Gleichung der 17ten 
Nummer, wie die fünf Richtungen eines sechspunctigen Contactes, die 
ım Allgemeinen bei einem vollständigen Contacte Statt finden, sich in 
unserm Falle auf eine Richtung reduciren. 


23. Wenn zwei Flächen einen vollständigen zpunctigen Contact 
haben, so sind in dem allgemeinen Falle durch eine, nicht in Factoren 
zerlegbare Gleichung des zten Grades diejenigen z2 Richtungen gegeben, 
nach denen der Contact ein (2-+1)punctiger ist. Dieser Contact geht 
in einen (2-+-2)punctigen über, wenn zugleich mit dieser Gleichung 
eine ähnliche Gleichung des (2+1)ten Grades besteht, wodurch eine Be- 
dingungs-Gleichung gegeben ist; er geht ın einen (2-+-3)punctigen über, 
wenn mit diesen beiden Gleichungen eine dritte Gleichung des (2 + 2)ten 
Grades besteht, wodurch zwei Bedingungs-Gleichungen gegeben sind, 
u. s. w. Der Natur der Elimination nach giebt es alsdann nach allen 
jenen „Richtungen, statt des zpunctigen Contactes, einen (2-F;1) punctigen, 
einen (2 --2)puncligen u. 5. w. Also: 


Wenn (im Allgemeinen) zwei Flächen einen vollstän- 
digen Contact von nPuncten haben, so giebt es nRichtun- 
gen eines (2+1)punctigen Contactes, der aber auch ein hö- 
herer sein kann. Soll dieser Contact um pOrdnungen stei- 
gen, so erhalten wir pBedingungs-Gleichungen zu befrie- 
digen: alsdann steigt der Contact aber nothwendig nach 
allen jenen rRichtungen zu einem (2+p)punctigen. 


Dieser Satz erleidet bedeutende Modificationen, wenn die beiden 
Flächen von bestimmten Grade sind. Bei zwei sich osculirenden Flächer 
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zweiter und dritter Ordnung ergeben sich, wenn wır uns auf die Ent- 
wickelungen der lÖten — iSten Nummer beziehen, folgende verschie- 


dene Fälle. 


I. Beı einem Contacte erster Ordnung giebt es 

l) zwei Richtungen eines Contactes zweiter Ordnung; 

2) zwei Richtungen eines Contactes dritter Ordnung, wenn die Glei- 
chungen (3.) und (5.) zugleich bestehen; 

3) zwei Richtungen eines Contactes vierter Ordnung, wenn (3.), (5.) 
und (8.) zugleich bestehen; 

4) eine Richtung eines Contactes vierter und eine Richtung eines 
Contactes fünfter Ordnung, wenn (3.), (5.), (8.) und (11.) zugleich 
befriedigt werden; 

9) gar keinen höhern Contact, oder, 'venn wir lieber wollen: die 
Ordnung des höhern Contactes wird unendlich, wenn neben (3.) 
und die Gleichung g‘=0 besteht. 


ll. Bei einem Contacte zweiter Ördnung giebt es: 

1) drei Richtungen eines Contactes dritter Ordnung; 

2) eine Richtung eines Contactes dritter Ordnung, und zweı Richtun- 
gen eines Contactes vierter Ordnung, wenn (5.) und (S) zugleich 
bestehen; 

3) eine Richtung eines Contactes dritter, eine Richtung eines Con- 
tactes vierter und eine Richtung eines Contactes fünfter Ordnung, 
wenn (9.), (S.) und (11.) zugleich befriedigt werden; 

4) eine einzige Richtung eines Contactes dritter Ordnung, wenn ne- 
ben (5.) auch die Gleichung y’=0 besteht. 


III. Bei einem Contacte dritter Ordnung giebt es 
1) zwei Richtungen eines Contactes vierter Ordnung; 
2) eine Richtung eines Contactes vierter und eine Richtung eines 
Contactes fünfter Ordnung, wenn (8.) und (11.) zugleich bestehen; 
3) keinen höheren Contact, wenn zugleich die beiden Gleichungen (9.) 
und g’=0 befriedigt werden. 


IV. Bei einem Contacte vierter Ordnung giebt es 
1) eine Richtung eines Contactes fünfter Ordnung; 
2) keinen höhern Contact, wenn die Gleichung g’=0 neben (11.) 
besteht. 
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ich breche hier diese Entwickelungen ab. In einem nächsten Aufsatze, 
der dieselben gewissermafsen ergänzen wird, gedenke ıch mich mit der 
Theorie der Osculation zwischen Flächen und Linien doppelter Krümmung 
zu beschäftigen. Diese Theorie ıst der Theorie der Osculation ebener 
Üurven ganz analog; denn in beiden Fällen haben wır es mit dem Zu- 
sammenfallen von Durchschnittspuncten zu thun. Bleiben wır z. B. beı 
Flächen zweiter Ordnung und solchen Curven stehen, die der Durch- 
schnitt zweier solcher Flächen sınd, so haben wir, da drei Flächen zweiı- 
ter Ordnung ım Allgemeinen sich in acht Puncten schneiden, auch acht 
verschiedene Arten des Contactes nachzuweisen. 


Bonn, am 16. Januar 1829. 
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28. 


De funcuonibus elliptieis commentatio. 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. math. ord. Iegiom. ) 


4. De transformatione functionum E{u), Il(w,e), quae ad 
speciem secundam et tertiam integralium ellıpticarum 
pertinent. De transformatione functionis (}{u). 

Äisdem, quas ın fundamentis proposui, adhibitis denominationıbus, 
sit 2 numerus quilibet ımpar, sint 2, m’ numeri quilibet, per eundem 
ipsius 2 factorem uterque sımul non divisibiles: demonstravi in Funda- 


mentis Theorema in theoria transformationis functionum ellipticarum 


K-m'iK 
fundamentale, poS&to mK- m 


Ai 


sincoam?2o.sincoam 4®....sincoam (nr — 1) , 


(1): .| 


atque insuper 


9? 


\ 


. . U 
z = sınam(u), y = sınam (7,2), 


fore 


sin®am sın® am({n — 1)o 
(i- sın* am2o, sin’am4w. =”) .... (1—% sin? am )o, 


E qua deinde formula derivavımus (Fund. pag. 47.) equationem identi- 


cam, quae valet, quaecungue sit x quantitas: 
sın am? Pw) — —— .sınam (7 ) 
1) / ) M M’ sın? w 
sin am u] [x —sinam (u +40)]....[e—sinam (u 

siquidem in productis praefixo Il designatis numero » tribuuntur valo- 

n—i1 
res 1, 3, 0.9 


Formula 1., singulis elemenii x dignitatibus in utraque aequatio- 
nis parte inter se comparatis, suppeditat nobis summas combinationum 


expressionum 
sinam(u), sinam(u-+-4u), sinam(#-H 80), . . . ., sinam(u-+4(n—1)o). 


Aus 
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Fit e. g. summa harum expressionum = 


„sin am 
summa ambarum = 


— jsin’am2o +sin’am4o-t-.... 4 sin’am(a— ı)o!, 


quam quantıtatem constantem designabimus per —e. Hinc etiam dedu- 
citur summa quadratorum 


7)? 
sın’am (u) +sın’am (u +.... + sin’am (u+4(n— = 
sıve 

2) am (7,2) —= Zsın'am(u) —2e, 
siguidem per Z@(u) designamus expressionem 


= Pu) + Plu+4o) + 


2. sequitur etiam: 


| 
1 2 « 
am (7, x) — 3A? am (u) + 2r, 
sienidem 
w 


Expressıo cosam (4,2), cum evanescat, posito v=Ä, obtinemus e 3.: 
cos’coam2w 4 cos coamiw»--.... cos’coam (2—1)w. 
E,xpressio Aam(“ }) cum evanescat, posito atque insuper 
= ix'tangam(u) (v. Fund. p. 35.), 

e 4. obtinemus: 


Formulas ?., 3., #4. etiam hunc in modum repraesentare lıcet: 
2 


= sın'am(u) + Z{sin’am (u +2po») + sin’am (u—2pw| — 22, 
10) am 2 
—= cos’am(x) + |cos’am (u po) + cos’am(u—2pe)! — 
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11) 15-4’ am 
A’am(u) + 3/A’am(u+2po) + A’am(u—2po)! +27, 


—1 
semper tribuendo numero p valores 1, 2, 3, 


Ponatur ıam 
—= E(u), 
qui paulo discrepat notationis modus ab eo, quem Cl. Legendre adhi- 
buit, quo etiam in fundamentis passim usi sumus. Posito enim P=am(u), 
designat ille integralia elliptice, quae ad speciem secundam pertinet, per 


E(®) = Eam(u) = / / Aram(u)öu; 
ita ut nobis Z(u), quod ıllı Eam(u). Porro per characteram EZ, argu- 
mento non adiecto, semper designabimus functionem 


E = = 


quam ılle per E' denotat; eodemque modo per E’ functionen 


E = x').0®. 
Hıs stabılitis, fit 
am (u—2p0)) = E(u-F2p6) + 
non adiicienda erit, quia utraque aequationis pars posito 
evanescit”). Unde e 11., integratione facta ab v=0 usque ad v=u: 


12) —= E(u) + + E(u—2po)! — 2r.u. 


Formulam 12. transformare licet ope theorematis noti de addı- 
tione integralium ellipticorum, quae ad speciem secundam pertinent: 


2x?” sin® .sinam u. co: 
E(u+a)+E(u— = 2E(u) — 


sin? ama.sin* amu 
quod differentiatione facta facile ex elementis comprobatur. v. Fund. 
p- 138. Cuius ope 12. in hanc abit: 
1 
13) +ar.u = 


sin? am (2po) 
— sin’am(2p ®).sin* am u 


1 


») Fit enim generaliter E(—u) = — E(u). 
Crelle's Jonrnal. 1V. Bd. 4. Mift. 48 
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Formulae 12., 13. concernunt transformationem integralium ellipti- 


corum, quae ad speciem secundam pertinent. Easdem mox sub forma 
commodiore exhibebimus. 


Ponamus 
E(u).cu = logN(u), 
cum sıt 
22° sin cosam(u) __ — ‚log (1— sin? am ?po.sin* am u) 
1 — #* sin? am (2p ©). sin? am (u) ou 


nanciscimur e 13., ıterum integratione facta ab uv=0 usque ad u=u: 


— = — Zlog(1— x sin’am2pw».sin’amu), 
sive 


siquidem, ut supra, designatur per [I®(p) productum 


= 


Posito sinam(z)= x, 14. ita repraesentatur: 


(u) 
laec expressio denominatorem constituit substitutionis ratıonalis, quae ad 
transformationem functionum ellipticarum adhibita est (v. supra) 


u M sin?am 2 w sin®am4w/ sin’am (2 —1)w 


xx)’ 
igitur denominatorem ope transcendentis novae |}(u) seorsım ex- 
primere licet. (Quod est gravissimum theorema et maxımi usus In unı- 


16) 


sın am ( 


versa iheoria functionum ellipticarum. 
Sit substitutio illa, siquiddem z=sinam(u): 


sin am (X ‚2) == 
M 
7) 


posıto 
@>) sin? am(x) 


(1 sin? amu ) (1 sin?am u ) (1 sin? am (1) ). 
sin? am 2 sin? am4o/ sin? am 
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(1— x’ sin’am 2u sin’amu).... 
....(1— #’sin’am (2 —1)wsin’am (u), 


u 
D2"(u) 

Hıne sequitur, sumtis logarithmis et differentiatione instituta, 
1 u 
17) nE(u) — 1) 2ru= 
n—ı 
__cosam (u) A am (u) sin am sin? amut ....+ (nr —1) am u) 


n—ı 
1-+ B’ sin? am B” sin® amu-+... 7) 
Quae docet formula elegantissima, quomodo ex ipso denominatore ex- 


erit: 


sin”—tamu 


. - . . u . . 
pressionis, pro functione transformata sınam (4,2) ınventae, contınuo 


eruatur transformatio integralis elliptici, quod ad speciem secundam 
pertinet. 

Valorem constantis 7 eruis e 17., ponendo z infinite parvum, quo 
facto E(u)=u, sinam(u) =u, cosam(u)= Aam(u)=1; unde fit 


1 


ıd quod, cum sit D’=— xp, cum formula 6. convenit. 
Adnotemus adhuc, ubi a formula 12. proficisceris, integratione 
facta obtineri: 


18) (= x) 


220.240....2(n—1)o 
20) 2 (u—40).... 2(u—(n—1)o) 
3. 


Ponamus brevitatis causa, siquiddem z= sinamu, 


4... 44° 0), 


FF) 


ıta ut 
U 


inam (4 1) — 
si mM’ .— 


Fıt 17.: 


1 
nE(u) — 1) +?2ru = 


MM 
48* 
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unde differentiatione 


oVEV—Vo:V 
nA’amu am (4,2 1) +27 = 


quae formula, 6. 


in hanc abıt: 
vor—vo 


sive, multiplicatione facta per Pen in hanc: 
oV oV 


Porro vidimus in fundamentis, posito u + 2X’ loco u, sive — loco 
sınamu, abire 
ın .— sinam (4,2) ın 
sın?amu M 1) 
(m 
unde expressio 
VV.ou? ou? 
abit ın 
nd*?logsinamu O?logU __ 
ideoque 19. ın 
1 


— n»"sinamu- = 
sin® am (2,2) 


unde, multiplicatione facta per fit: 
UAU— U 


T- 4 


adıungi debet 


U 
quae e differentiatione aequationis sinam (7,2 prodit; culus ope 
e 20., 21. quantitatum U, Y alterutram eliminare licet; quo facto per- 


*) v. Fund, p. 112%, 1. 


1 
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venietur ad aequationem differentialem tertii ordinis. Quod sane est theo- 
rema memorabile, satıs reconditum, numeratorem et denominato- 
rem substitutionis, U, F singulos definiri posse per aequa- 
tıionem differentialem tertiı ordinis. 


Ipsas aequationes differentiales tertii ordinis prolixitatis causa non 
apponam; omnibus casıbus commodius videbitur, aequationibus 20. — 2N., 
quae earum locum tenent, iunctis uti. (uarum usum insignem ad for- 
mationem algebraicam functionum U, 7, sive ipsius, quae ad transtor- 
mationem ducit, substitutionis alio loco fusıus demonstrabo. Hoc loco 
tantum adnotemus adhuc verificationem formularum 20., 21., sequentem. 

Divisa’ enım 20. per 21. per UD, prodit: 

M: M ou* 
»(2e—nsin’amu) + 
M? sin x) 


unde, subtractione facta: 
1 d? logsin am (7, 1) 


1 
sin? am (7 1) 
11? 


quae statım prodit e formula: 


0? log sin am u ‚ 1 
= amu — — 
ou sin®am u 


posıto 3 loco u et A loco x. 


Integrale completum aequationem differentialium tertii ordinis, qui- 
bus functiones U, 7 definiuntur, in promtu esse non videtur. 


4. 


Integrata formula supra allegata S.2.: 
2x” sin? ama.sinam cosam u A amu 


1 — sin? am a. sin? am u 
inde a u= 0 usque ad v=u, obtinemus: 


+lo = + log(ı —x’sin’ama.sin’amu), 


unde prodit formula in analysı functionis () fundamentalis 


24) = 1— 


E formula 23., @ et u inter se commutatis, fit 
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25) Eiu+e)— Elu—a) = 2E(e) — sinama cosama /\ama.sin’amu 


1 — sın’ama.sın? aınu 


ma integrato inde au=0, obtinemus: 
Olu-t-a) sin’amu.cu 


u—«) o 


Io: 


Dvsignavı in Fundamentis per characteram a) integrale, «quod se- 
cundum eam, quam Cl. Legendre instituit, distributionem integralium 
ellipticorum ım elasses, ad speciem tertiam pertinet, 


sin’amu.du 


u 
Il(u,a) = #’siname cosamahama/, 
o 


qua adhıbita denotatione, fit: 
26) = uE(a) + 
Quae est formula fundamentalis pro reductione integralium ellipticorum, 
suae ad speciem tertiam pertinent, ad fuuctiones E(u), (u). Cf. Fund. 
49. 
Ope formulae 26. e formulis pro transformatione funciionum E(u) 


$}u) inventis, exemplo nanciscimur eas, quae transformaticnem integra- 
iium ellipticorum tertiae speciei sive functionis Il concernunt. Fit enım 


. u 
e 26., posito —; A loco u, a, «: 


da 
Mm’ mM’ 


de qua jorınula subirahamus sequentem 

n]i(u,e) = nuE(@e)+ 5105 


Om 


prodit: 
25) 0) == 


quae formula ope 16., 17. ın seguentem abıt: 


29) — nli(u,e) = 


M?’ 1) 

ama A am B’sinam a-+-4 B’sin?ama-+.. .t(r—1)B 

-+- PD’ sin’ama-+ B”sintama-+... 


B’ sin? am a) + am (u+ a) 3 / (u FR 


sin’? am at 


sin”—!ama | 


(u—a 
| 
| 
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quae formula fundamentalis docet, quomodo ex ipso denominatore sub- 
stitutionis confestim eruatur transformatio integralium ellipticorum, quae 


ad speciem tertiam pertinent. 


Eandem aliter exhibere licet per formulas 12., 18., quarum ope 
fit e 77.: 
ua u a 
— 
2(u+2pw--.a) 


unde sequentes deducimus 


+ — 20,0) + 40,0) -+....+ I 


31) 
+ a+2o) + +40) +....+ Il(u,a-F- (n— 1)w) 
+ Il(u,a— 20) + Il(u,a— 40) + .... + Il(u, a—(n—1)o); 
quae et ipsae sunt formulae novae fundamentales. Dedimus in Fund. 


p. 161. 7. formulam 
+5) + = 


sin’ amb 
1— z°:sin®amb sin’ama 


— 2r’sinamaecosama Aama. 


1— amb sin? am (u — a) 


+ log 1 sin? ambsin? am (ua) 
cuins ope fit e 31.: 


sin’am?2pw 
1 


— cosamae 


1— sin? am2p wsin? am (u— a) 
+ 210g); — x? sin’ 


siquidem numero p valores tribuis 1, 2, ., Quae facile 


etiam e 29. sequitur formula. 
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B. De functionibus simpliciter periodicis x(w)=e"“Q(u), 
earumque singularıbus proprietatibus. 


Accuratius examinemus functionem nostram (.(u), eiusque pri- 
mum reductionem pro argumento imaginaris formae Zu ad argumentum 
reale tradamus. 

Posito sin® fit 

op 
A) 7 Ama)’ 


cos ap? 


unde integratione facta: 
sin? a 
A 
Ilac formula, posıto 
= am(iu,x), und Y = am(u,«), 
e notatione nostra ıta repraesentatur: 
1) Eam(iu) = + u — E(u,x')! 
unde integratione facta: 
= logcosam (u, #) — + log (u, x‘), 


sıve um 


2) Deu) = e ° cosam(u,r')Nl(u, x‘). 
Cf. Fund. pag. 162. 1., 2, 


6. 

His praemissis, guaeramus iam, quasnam subeat mutationes functio 
()(u), dum functiones ellipticae immutatae manent, i. e, dum argumen- 
tum u mutatur in u-4mK-+4Am'ik‘, designantibus 72, m’ numeros 
positivos sive negativos. 

Nota est ex elementis formula 

3) Eu+2mXÄ) = E(u)+2mE, 

sıquidem per simplicem litteram E, argumento non addito, designamus 
functionem integram Z(Ä), quam Cl. Legendre designat per E'; pla- 
sula apposita, per characterem E’ designabimus functionem integram, 
quae ad complementum moduli pertinet, sive functionem E—=E(Ä',»'); 
sıeuti ınitio indicavimus. Integrata 3., obtinemus: 


__ 
log — 2mEu-+ 


. 
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sive 


2 (u--2mK) „emEu 
4) 
Posito ın hac formula v=—2mK, cum sit A—u)= Nu), Do)=1, 
prodit: 

= 
cuius ope 4. abıt in 

5) = (u), 

sıve ın 
Euu 


6) Q(u+2mXk)=e *Q{u), 
quae docet formula, functionem 
Euu 
lu), 


mutato.u ın u-2mÄ,ımmutataım manere, ideogque cum func- 
tionibus ellipticis argumenti z periodum realem commu- 
nem habere, 


Ponatur ın formula ?. loco u, fii: 
(u+zm‘K’) 2 


Niu+2mik)= (—ı)"”e ° 
unde cum sıt e 6.: 
_ 


Fr 
= e Qu, 
obtinemus: 


F' FE'uu 
-7E 


Diu+2m'ik') = (—1)"e cosam 


sıve: 
Ft un 


+2mik) = (—1)"e cosam 
(K’— uu 


(-1)"e 


unde posito — zu loco u, sive u loco iu: 


e 


= (—ı)"e * lu), 
quae docet formula, expressionem 
Qu), 


mutato u ın u+4m/iÄ’, immutatam manere, sıve cum func- 
tionibus ellipticıs argumenti u alteram periodum ımagı- 
narıam communem habere. 
Adnotare convenit, e formula nota, a Cl. Legendre inventa, 
Crelle's Journal, IV. Bd. 4. Hft. 49 
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KE-KE—-KK = > 


sive 
E E' nt 
sequı 
K'—E E 
2K TAKK IR’ 


unde formulam 3. etiam hunc in modum repraesentari licet: 


ut2m’iKt)? uu 
Mutato in hac formula v in uF-2mK, prodit e 6.: 


E 
‚(ar = ax) 


TE 


8) „(RR 


2 _Ewu 
Fit autem: 


m’in 
4K(m K-+m'ik') (u am —uu) + mm'iz. 
Hinc ubi adnotamus, esse e””""—= (—1)””‘, atque brevitatis causa 
ponimus: 


m’in Pr E 
4K(m K--m’iK‘) 2K 


r 


obtinemus formulam: 
quae docet formula, expressionem 


Q (u) — erwu() (u), 

mutato u in u+4mK-4m’iK' ımmutatam manere, unde et 
ipsa cum functionibus ellipticis argumenti u periodum 
communem habet. 

Adnotare convenit, valorem ipsius r non mutari, ubı loco m, m‘ 
ponitur pm, pm‘. 

Formula 9. etiam hunc in modum repraesentari potest: 

10) = (— (4) 


— 


quae docet formula generalis, quasnam functio (2(u) mutationes patitur, 
dum functiones ellipticae immutatae manent. Posito u = 0, obtine- 
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mus e 10.: 


11) = (—1)"e 
Sumptis logarıthmis, et differentiatione instituta, e 10. obtinemus: 


19) Eu+2mK+2miK) = Ei) + _ 


—= E(u)+2mE-+ 2m'i(K'—E‘), 


2E m'm'n 


unde posito 0, 
13) E2mK-+2m'ik) = 2mE-+2m'i(K'—E). 
7. 
Ponemus in sequentibus 

x) = e=Q(u), 

erit e 10., posito 2m, 2m’ loco m, m’: 
= x(u), 

ita ut x(u) sit functio 'periodica. Jam igitur pro innumeris valorıbus, 
quo r induere potest, dum numeris n, rn‘ alios et alıos tribuis valores, 
innumeras nactı sumus functiones periodicas x(u), quae singulae cum 
functionibus ellipticis unam periordum communem habent. Et vice versa, 
quamcunque ex innumertis periodis, quas functiones ellipticae habent et 
quae ex una omnes componi possunt, eligere placet, quantıtatem r ita 
semper determinare licet, ut functio 

= 
eadem gaudeat periodo. E variis functionibus illis periodicis x(u), in 


Fundamentis eam elegimus, quae cum functionibus ellipticis perio- 
F 
Quam functionem ibidem designavimus per characterem particularem ©, 
ıta ut 


dum realem communem habet, pro qua m’=0 ideoque r=— 


el) _ 
Nu), 
omnıaque quae loco citato de functione © proposita sunt, vel nulla vel 
lenı mutatione facta, ad functionem generaliorem x(u) extenduntur. 


E formulis supra exhibitis: 


u a u— da , 
= 1 — sın'amu, 


udRl(a) 


x.(u) 


sequitur etiam, posito 


EN 
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quaecungque sıt r constans: 


(u— 
14) 1 — »"sın'ama sın’amu, 


uo a 

15) Il(u,e) = 
8. 


Ponamus, ut supra, 
mK-+m/iK' = nu, 
designante z numerum imparem, zn, m‘ numeros quoslibet positivos seu 
negativos eiusmodi, ut numeri 2, m‘, n per eundem non divisibiles sint 


numerum; ex antecedentibus üit: 
x(u+4ne) = x(u). 
Formemus iam productum 
1(u) 
patet, posito v4» loco u, quemlibet factorem in subsequentem abire, 
ultimum vero in primum; unde cum productum ex omnibus conflatum 


nıl mutetur, fit 
= 
ideoque etiam, designante » numerum quemlibet positivum seu negativum: 
= Yu). 
Jam cum generaliter sıt: 
x(u4+4(n—p)o) = x(u—4po), 


fit e 14. 


unde productum Yu) etiam hunc in modum ul lıcet: 


17) =x" (u) {1 + B’sin’amu+ B”sin’amu-+....+ 'amu!, 
siquidem, ut supra, ponis denominatorem substitutionis 


= 
n--ı 
ı + B’sin’amu + B”sintamu +....+ 


Jam cum sit J(u+4peo) = (u), fluit e 16. formula fundamentalıs 
maximiı momenti, 


sın""’amu. 
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nf 1-+-B’ sin? amu + sintamut....+ sin”—t am u 
B’ siu? am (u+4po) + sin* am (u44po) ....+ 27) sin”—t am (u4-4pw) 


Posito v=0, fit e 17.: 
18) X =- 
vlı-+B‘ sin? am +B’sin* am +....+B" ? sin”! am 4po| 
9. 


Posito ssnamu=r, cum sit 
acosamaAama+V [1— xx) (1 —x?xx)|sin am u 


1 


sınam(ute) = 


videmus, expressionem 


1-+ B’ sin? am (u+4po)-+ B’ am(u+4po)+....+ sinn "am (ut+4pw) 


n—r 


1+ B’sin® am(4pw) + B“ sin* am (4p®)+....+ am (4p ©) 
induere formam 


WW) 
— z:sin’am (2p 


designantibus 77) functiones ipsius & integras rationales. Hinc, 


ubi ınsuper ponitur 
Y= 1+B’sin’amu B’sintamu+....+ 
fit e 17., 18.: 


n 


20) zuw—4po) __ sin? am (4po)a 


Quibus ın se ductis, cum sit e 14. 


__ 
= 


obtinemus: 


11 

sive 
Jam vero functio 7 factorem continet 1— x’sin’am(4po)x x, ita ut, posito 

sit / ,functio integra: qua substituta, 


z(u+4po) 
| 
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Hinc e 19., 20. facile sequitur: 


__ (1—x?xx)] Wir) 
). 
Erit insuper 7) functio ipsius x par ordinis 22 —4, 


- imar - 2n—)5, 
- - par - 
10. 


Ponamus brevitatis causa 
nm] 


fit e 17.: 
(u w u 
sumtis logarithmis et differentiatione instituta, prodit 
25) (u+po) _XQ) 1 1 __1 
siquidem ponitur 


o» 
Fit porro, cum sit x(u)=e""(\(u): 
z' (u) 
a2ru + — 2ru+ &E(u), 
siıquidem (u) = Jam posito v=0, e 25. eruis: 


(upe®) __ 1 ‚»(4po) 
»4p0) 'b(4pw)’ 


sive, posito brevitatis causa am(4po) 


1 
26) E(4pw) + S8r:pu = — — == 


n—ı 
1+ B’sin®a, + B’sin®,+.... 187 ) 
Quae formula docet, quomodo species secunda integralium ellipticorum, 


casu, quo argumentum est pars aliquota ipsius 4(mÄX-m'iK’) exhı- 
beri possit. 


E 15. obtinemrus: 


a) 
= u 'E(a)+2ral + 08 
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unde, advocata 24. 
I z(a—4po 
27) Il(4po,a) = 4puwjE(a) -+2ra) 
4pu|E(a) +2ra} 0 


28) = ujE(4po)+8r.put + 


n P(4pw) ! 2n P(u—po)? 
sive 
29) II4po,e) = 4pw{E(a)+2rel + 
1--B’sin? am (a+4po) + B’ sin* am (a+4po)-+.. (a+4po) 
ın 


sin® am (a—4p0) + B“ sin® am 
30) Il(u,4pow) = 
a (u-4p0) sintam (“4p0) +... (u-4p0) 
Quae formulae docent, quomodo exhiberi possit species tertia integralium 


ellipticorum casibus, quibus sive amplitudinis sive parametri argumentum 
(v. Fund. p. 139.) est pars aliquota ipsius 4(m K--m’iK"). 


11. 
In formula fundamentalıi 24.: 


ı 
1+B’ sin? sin”! am u 
1+B’ sin? am (u}+4p®) sin* am am (u--4pw) 


altera aequationis pars functionem continet x(u), quae unam habet pe- 
rıodum, altera autem functione sinamu constat, quae praeter hanc alia 
adhuc gaudet, ut quae dupliciter periodica est. Dum igitur ad eam alte- 
ram applicas periodum, expressio 
mutabitur quidem, neque tamen aliam subire potest mutationem, nisi 
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quae orıtur ex ambiguitate 2" radicalis. Quod theorema gravissimum, 
expressionem 


z(u-tp®) 
quae cum functionibus ellipticis unam habet periodum communem, dum 


eı alıam, gna ıllae gaudent, applices periodum, aliıam mutationem non 
pati, nisı quod per radicem aequationis x&"= 1, multiplicetur, ex ıpsa na- 
tura functionis X(w) iam comprobemus. 


Ponamus 
mK+miK=(, 0, 


aK 
unde, quoties p, m, m’, quantitates reales: 
ae=pmtpp, 


sit porro 


ıdeoque 


ma — m’ a 
p' 


m u'— m' u? 
Sint zn, m’, numeri integri positivi vel negatıvı quılibet eiusmodi, ut 
mu'— m'u 1, 


m u’— m’ u 


erıt 
p = w'a— ua, p= ma’ — m'a, 


unde patet, quicungue sınt numeri integri @, «@’, etiam p, p’ integros fore 

et vice versa. Fit porro: 

Jam quicungue sint numeri integri positivi seu negatıvi a 
= sinamu, 

unde etiam, quicungue sint numeri integri positivi seu negatıvi p, 
sınam(u-+4p 0 -+4p»'0) = sınamu. 

Innumerae periodi, quibus gaudent functiones ellıpticae, componı possunt 

omnes e binis, quae continentur aequationibus: 


erıt 


sinam (u--4K) = sınamu, = sınamu. 
(Juarum in locum, ex antecedentibus patet, substitul posse has 

sinam(u-+-40) = sinamu, sinam(u--u0) = sınamu. 
sıquidem 


mK-+miK, 
desienantibus m, m’, numeros Integros pesitivos vel negatıvos eius- 
modi, ut sit mu —m’aw==1. Unde videmus, periodos, quibus functio- 
nes ellipticae gaudent. ıinnumeris modis e binıs componi posse. Bius- 
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modı aulem binas periodos, e quibus reliquae componi possunt omnes, 
vocabimus periodos coniugatas. 


. K-+m'iK’ 
Posito, ut supra, — , qnaeramus iam, quod pro- 
n 


posıtum est, quaenam evadat expressio 


z(u+4po) __ n 
mutato z in u+-40Q' seu generalius in u-+4p‘0Q‘, designante p‘ nume- 
rum positivum vel negativum quemlibet. Vidimus, posito 
m'in E _ min E 


fore 


Q (u 4 — (u); 


unde etiam, posito #’ loco m, m‘, ideoque loco (), atque 
4K0 


Q (u 4 0) — e Q (u). 


r 


ht 


Mutato u ın prodit 


unde 
Sequitur autem e formula (u): 
+40) 70 PO (245074222) (u rs 0) 
e 


unde 


4] 0 4n0 


= e 
Fit autemn 


min win _ in’ 
4K0 K' 400 ° 
ideoque cum sıt — —KÄ: 
Crelle's Journal. IV. Bd. 4. Bft. 90 


rm 


| 
x 
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32p 00’ Sipn 
r—r)) = — 


n 
unde obtinemus formulam fundamentalem: 


z(u+40) 
sive hanc generaliorem 
4p0 
n 
Videmus igitur, quod demonstrandum erat, expressionem 
z(u+ n / _ 


quae cum functionibus ellipticis unam periodum commu- 
nem habet, sive immutata manet, mutato u ın u+-40, dum 
ei periodum coniugatam applicas sive v in u+4( mutatır, 
multiplicarı per 2" radicem unitatis. 

Quin adeo ipsius, quam eligere debes, >“ radıcis unitatis expres- 
sionem analyticam suggerit formula 32.; quae satis delicata est quaestio. 


Regiom. m. Apr. 1829. 


ER 
= = .r ! 
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29. 
Auflösung einer geometrischen Aufgabe. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 


„W enn die Spitzen eines um einen Kreis beschriebenen Dreiecks resp. 
in den Verlängerungen der Seiten eines in demselben Kreise beschriebe- 
nen Dreiecks liegen; das eine dieser Dreiecke zu finden, wenn das an- 
dere gegeben ist.” 

Aus dem Mittelpuncte des Kreises ziehe man drei Halbmesser 
nach den Spitzen (Taf. ill. Fig. 1.) des im Kreise beschriebenen Drei- 
ecks «, Ö, c; die aus dem Mittelpuncte des Kreises auf die drei Seiten 
desselben Dreiecks gefällten Senkrechten schneiden den Kreis in den Punc- 
ten a’, b’, ec’; die aus demselben Puncte nach den Spitzen des um den 
Kreis beschriebenen Dreiecks schneiden den Kreis in den Puncten «‘, ß/, 
y'; und die auf die Seiten desselben Dreiecks gefällten Senkrechten in den 
Puncten «, ß, yY. In der Folge sollen die Buchstaben a, b, a’ etc. die 
l,ängen der zwischeu den mit diesen Buchstaben bezeichneten Puncten 
und einem willkürlichen festen Puncte hegenden Kreisbogen bezeichnen; 
nımmt man z.B. « zum Anfangspuncte, so ist 8’ die Länge des Bogens 
die Länge des Bogens aßa’ß’byb‘, u. s. w. Es versteht sich 
von selbst, dafs man vom Anfangspuncte aus immer nach derselben 
Seite zahlt. 

Demnach ıst, wie man leicht sieht: 


a+b \ [44 
= ——; a=u—b+c, = —-; 


9 


Der Halbmesser des Kreises sei 1, so ist: 
= 1, 
Cvcos(b’—P) = Cu, 
cos(b)’—Lb) = Cu, 
also 
cos(b’—b) cos(y—P) = cos(b’—LP’), 
90* 


j 
ö 
x 
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oder 
cos = cos(b)’—P), und also auch 
(1.) a’) = cos(c'—Y‘), 
cos(y’—Pß’) = cos(e’—a‘). 
Setzt man nun: 


=2f; 27; 
= 29; 
so ı5t: 
=2y+y-Pf 
und also: 


—= cos(g+r+y), 
cos2g cos(h+- y—z) = cos(h+y-+ 2), 


2.) 
cos(f+2z— x) = cos(f+z-+r), 


woraus folgt: 


tang = tang(g-+-r) tangy, 
(3.) ttangg” = tang(f+Yy)tangz, 
—= tang(f-+ 2) tange. 


Zur Abkürzung sei: 
tangf= m; = 
tangg = n; tangy = 


tangh = p5 tangz F 
so hat man 
/ 
(4) In 
u 


Wird nun in die dritte dieser Gleichungen der Werth von u aus 
der zweiten substituirt, und in die daraus entspringende der Werth von Z 
aus der ersten, so erhält man zur Bestimmung von s folgende Gleichung: 
n’— m’n-- m’n’p)ss 
5.) (+ (mnp 4 n’— pP —m’n’p m’np®-+ m’n’p')s 
= np — mn’p + + 


= 360°, 
180, 


Man sieht leicht dafs 


oder 


daher 
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m’+n’+p’+ 3m’n I3n’p + 3p’m + 3mn’+ 3np + 3pm’+6bmnp, 
Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (5.) um die Zahl der 
Factoren in jedem Gliede gleich zu machen, so erhält man: 

+ pn +2mn’+2mnp + 3n°’p— m’p-+ mp) 
= p(m—n’+-mp +2m’n+-3mp H2mnp—n’p-- np), 

und wenn man mit (n+n)p dividirt: 
pP), + 2m 
= 
welcher Gleichung ich folgende Form ube: 
pP (a + = 0, 
woraus sogleich folgt: 
s (mtr? 


oder endlich: 1+V5 
6, 4 m-{-p-r 
I+V5 
pP m+p — ——.(n+Pp) 
m +? tangf+ tangl cosfcosh cosfcosh 2 cos fcosg 
__ __ suf sn2f 
p = tangg + tanglı eosgcosh cosgcosh cos f cos gcosh’ 


setzt man noch für s dessen Werth tangr = tang(“ er) und für p 
den Werth tang (5 = (b'—a') und 2f= — ce’), so folgt: 


| 2) ) sin (b’— sin (a’ cf) 

tang| = tang\ — . 
sin (b’— a’) + 

und analog: 
sin D’) sin (b’— a‘) 
(7.) tang 2) == tanz ( 3 ’ 
sin sin (b’ — a’) 

sin (a’— — sin (0 — 


| 
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Die dritte der Gleichungen (3.) ıst: ‚ 


womit man aus der ersten der Gleichungen (7.) findet: 


k 1+V5. 

tang( ) = tang ( )- ’ 

sin(’— a’) sin — c’) 

und also auch: 

| sin —b sin — af) 

sin b/) sin (b’— a) 

sin (a — — sin (C’— b/) 
tang —?\) = tang - 

sin c‘) sin (ce —b') 


is ıst kaum nöthig zu bemerken, dafs die durch die Gleichungen (7.) 
und (S.) bestimmten Winkel die Hälften der 6 an den Spitzen des äufsern 
Dreiecks liegenden Winkel oder deren Complemente sind. Die Winkel 
des äufsern Dreiecks lassen sich auch unmittelbar bestimmen: es ist 


— 144 
tang \ — = 
tang sin(a’—c’) sin(d’— a‘) — 


und nach einer leichten Reduction: 


cotang 9sın (a’—c’) sin (b’— a’) sin — b’) 
und analog: +V5. 
9.) X cotanzg = — t - 
> 2 sın (a’— sin (b’— a’) sin (’—b) 
1+vV5. 
cotang (2) 2 sın (a’— c’) sin (b’— a) sin (—b‘) 


Aus den Gleichungen (1.) sieht man, dals man die lateinischen Buch- 
staben mit den gleichnamigen griechischen verwechseln kann. Thut 
man dieses in den Gleichungen (7.), (8.) und (9.), so hat man die Auflo- 
sung des umgekehrten Falls, wenn nemlich das äufsere Dreieck gegeben 
ist und das innere gesucht wird. 

Altona, den 25. Februar 182 
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Einfacher geometrischer Beweis, 
dafs wenn R und r die Halbmesser der in und um ein Dre:- 
eck beschriebenen Kreise bedeuten und D die Entfernung 
der Mittelpuncte dieser Kreise von einander bezeichnet, 
ist. 
(Von dem Herrn Professor Unger zu Erfurt.) 


Wira der Bogen 4B (Taf. Ill. Fıg. 2.) ın £ halbirt und aus Z mit E4 eın 
Kreis beschrieben, so ıst, wıe sich durch den 22. Satz des 3ten Buches der 
Elemente von Euclid beweisen läfst, der Bogen 4DB der geometrische 
Ort für die Mittelpuncte aller Kreise, die sich ın die Dreiecke hinein 
zeichnen lassen, von welchen 4B eine Seite ist und die in dem Kreise 
AGB liegen. Nimmt man also den Punct D beliebig in dem Bogen {DB 
an, zieht CD und die Senkrechte DJ, so ist für das entsprechende Drei- 
eck DI der Radius des Kreises, der sich hinein zeichnen läfst, CE ist der 
Radius des um dieses Dreieck beschriebenen Kreises, und CD ist der Ab- 
stand der Mittelpuncte beider von einander. Die Abhängigkeit dieser drei 
Linien von einander ergiebt sich nun wie folgt: 


Es ıst 
CK 


(CF— DI: + Fr 

= C(FF—2CF.DI+- DIE 
und weil nach Eucl. Buch ?2. Satz 5. 
FT = AF—41.Ib, 


so ıst CD = + AF—2CF.DI+ DE — AI IB 


— CE:—2CF.DI+ DPF — DI.IL 
— CE:— 2CF.DI— DIIL—D] 


DC” 


Es ist aber IL—-DI= 2IH, 
also ıst CD® = CE®’—2CF.DI—2DI.IH 
CE: — 2(CF+IH),.DI 


| CE? — 2CE.DI, 
nemlich es ist D® = R—oRr. 
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31. 


Aufgaben und Lehrsätze, 
erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


Lehrsatz, vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Brandenburg. 
Wenn alle Seiten eines beliebigen Fünfecks JBCDE (Taf. IIL. Fig. 3.) ver- 
langert werden, bis sie sich in 4‘, D‘, €‘, D’/, E', treffen; so schneiden die 
seraden Linien aa’, bb‘, cc’, dd’, ee’, welche die Mittelpuncte der beiden 
Diagonalen eines jeden der Vierecke {RE#', DACB’, CBDC', DCED', EZDE' 
mit einander verbinden, sich immer alle in ein- und demselben Puncte ©. 


Aufgaben von Anderen. 

1. Unter den verschiedenen Definitionen der Ebene scheint die 
von Robert Sımson eine der beliebtesten zu sein, nemlich: 

„Die Ebene ist eine Fläche von der Art, dafs alle gerade Linien 
zwischen beliebigen Paaren von Puncten der Fläche, ganz in ıhr liegen.” 

Diese Erklärung scheint aber Vorausetzungen einzuschliefsen, 
deren Statthaftigkeit erst bewiesen werden mufs. Wenn nemlıich z.B. 4, 
C (Taf. II. Fig. 4.), drei Puncte einer Ebene und AB, BC und C4 gerade 
Linien, D und E aber Puncte in BC und ZB, und ZD und CE wiederum 
gerade Linien sind, so müssen, nach der Definition der Ebene, alle diese 
gerade Linien in ıhr liegen, oder vielmehr, die Ebene mufs durch alle diese 
serade Linien zugleich gehen. Dabei wird offenbar vorausgesetzt, dafs 
AD die EC, etwa in F schneide und nicht vielleicht über oder unter 
El an dieser Linie vorbeigehe; denn wäre dieses der Fall, so könnten es 
nur zwei verschiedene Flächen sein, in welchen die geraden Linien 4#D 
und EC liegen, nicht eine und dieselbe Fiäche. Dafs aber ZD die EG 
wirklich schneidet, erhellt von selbst weder aus der Natur der geraden 
ine, noch aus der Erklärung der Ebene. Es darf also nicht vorausge- 
setzt werden und erfordert mithin einen Beweis. 

Dieser Beweis wäre zu geben oder, wenn er nicht gegeben wer- 
den kann, eine andere Definition der Ebene. 

2. Man könnte die Ebene wıe folgt definiren. 

„Sie ist diejenige Fläche, in welcher alle gerade Linien liegen, die 
amt einer und derselben geraden Linie, in einem und demselben Punct, 
zu beiden Seiten gleiche Winkel machen." 
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| Diese Erklärung würde völlig bestimmt und deutlich sein. Es 
mufs aber dann bewiesen werden, dafs auch jede andere gerade Linie 
| durch zwei Puncte ın der Ebene, die nicht durch die feste Gerade gcht, 
ganz ın der Ebene liegt. Dieses kann auf folgende Weise geschehen, in 
sofern es möglich ist, ohne den Begriff der Ebene zu zeigen, 
dals Dreiecke mit den nemlichen Seiten congruent sind. 

Es sei nemlich XY (Fig. 5) die die Ebene bestimmende feste ge- 
rade Linie; AP, BP seien gerade Linien in ihr, so das APX = 4PY= 
BPX=BPYist. Ferner si PX=PY. Alsdann sind z. B. in den Dreiecken 
ÄPX und APY zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel dieselben, 
nemlich #P=AP, PX =PY und PX = APY. Also sind die Dreiecke 
congruent, oder vielmehr, wenn man PX in PY legt, während 4P an 
seiner Stelle bleibt, mu. nothwendig die gerade 4X ın die gerade 4Y 
fallen, was sich einsehen läfst, auch ohne den Begriff der Ebene. Auf 
dieselbe Weise werden die Dreiecke BPX und BPY congruent sein. Nun 
seı ZB eine gerade Linie durch 4 und B, und Ü ein beliebiger Punct 
in ıhr: so frägt es sich ob 4B ganz in der Ebene liege. Da 4B den 
Dreiecken BX und {BY gemein ist, so sind alle drei Seiten dieser Dreiecke 
die nemlichen; denn, wıe sich vorhin zeigte, JA=4Y uddBA=BrY, 
und ZB beiden gemein. Kann man also nun ohne den Begriff der Ebene 
beweisen, dals zwei Dreiecke gleich sind, wenn sie die nemliehen Seiten 
haben, so folgt, dafs z.B. der Winkel CAX gleich ıst dem Winkel C4Y. 
Deshalb sind aber dann wiederum die Dreiecke C4X und CAY gleich, 
weil sie gleiche Winkel C4X=CAY zwischen den nemlichen Seiten 
AX=4ÄY und 4C haben. Also ist auch Mithin ha- 
ben dann die Dreiecke ÜPX und CPY die nemlichen drei Seiten; denn 
außer C(A=bY ıt PA=PY und CP=CP. Also wären sie nach dem 
postulirten Satze gleich, und es wäre endlich der Winkel CPX gleich 
dem Winkel CPY. Folglich läge die Gerade CP, die durch den Punct 
C in -B geht, und mithin der Punct € selbst, in der Ebene durch ZP 
und BP. Und da dieses von jedem Puncte CE in ZB bewiesen werden 
könnte, so läge die gerade Linie AR zanz in der Ebene durch 4P und 
BP. Da ferner ZB jede beliebige Richtung haben kann, so würde folgen, 
dafs jede beliebige, nicht durch P gehende gerade Linie, welche zwei 
Puncte mit der Ebene durch AP und BP gemein hat, ganz in ıhr liegt. 

Es frägt sich also, ob sıch der Satz, dafs drei gerade Linien im 
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Raume von bestimmter Länge, die sich paarweise schneiden, immer die 
nemliche Figur bilden, ohne den Begriff der Ebene beweisen lasse. 

3. Folgende andere Definition der Ebene, an eine ähnliche der ge- 
raden Linie sich anschliefsend, ist sehr einfach, nemlich: 

Gerade Linien sind die, deren zwei auf keine Weise 
einen Raum umschlie[sen können. 

Ebenen sind diejenigen Flächen, deren zwei auf keine 
Weise einen Raum umschlie[sen können. 

Es folgen daraus die Sätze, dafs gerade Linien, wenn sie zwei 
Puncte gemein haben, ganz zusammenfallen; dafs durch zwei Puncte nur 
eine gerade Linie möglich ist; dafs gerade Linien, welche mit einer Ebene 
zwei Puncte gemein haben, ganz in ihr liegen; dafs zwei Ebenen nur in 
einer geraden Linie sich schneiden können; dafs eine gerade Linie und 
ein Punct aufser ihr, oder drei Puncte, eine Ebene bestimmen u. 5. w., wie 
leicht zu sehen, fast unmittelbar. 

Die Erklärungen würden daher besonders für die Elemente geeig- 
net sein. Es frägt sich, ob und was Erhebliches dagegen einzuwenden sei. 

4. Sollte nicht vielleicht folgende Theorie der Parallelen ein- 
fach und deutlich sein? 

Ein Winkel ıst die Neigung zweier gerader Linien gegen einan- 
der, die sıch schneiden. 

Wenn zwei Winkel gleich sind, so können die unbegrenzten Räume 
zwischen ihren Schenkeln um keinen Winkelraum verschieden sein, son- 
dern nur vielleicht um ganz begrenzte oder um Parallelräume. 

Wenn zwei Winkel-Räume um keinen Winkelraum verschieden 
sind, sondern nur etwa um begrenzte oder Parallelräume, so sind die zu- 
gehörigen Winkel gleich. 

Der Winkel 4CB (Fig. 6.) bleibt z. B. offenbar derselbe, man möge 
den begrenzten Raum DEC davon abschneiden oder nicht. Die drei Winkel 
FDA, ACB und BEG machen also zusammen nur zwei Rechte aus, wenn 
sie gleich, aufser dem Raume an der einen Seite der geraden Linie FG, 
noch den begrenzten Raum DCE füllen. Nun sei HEF=ADF, so ist 
HE mit AD parallel, das heifst, IE begegnet der 4D nicht, so weit 
man sie auch verlängert. Denn schnitte HE die AD, so wäre HEF nicht 
gleich +DF (Buclid. I. 16.), gegen die Voraussetzung. Es ist aber die 
Summe der drei Winkel HEF, HEB und BEG ebenfalls gleich zwei 
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Rechten, also ist ZEB gleich 4CB, dafs heifst: Parallelen, wie HE und 
AC, machen mit einer beliebigen Geraden BC, die sie schneiden, an einer- 
lei Seite gleiche Winkel JEB= ACB; und daraus folgt, dafs sich zwei 
gerade Linien, die mit einer dritten an derselben Seite ungleiche Win- 
kel machen, genugsam verlängert, nothwendig schneiden, denn schnitten 
siesich nicht und wären also parallel, so machten sie, wie so eben folgte, 
mit der dritten gleiche Winkel, gegen die Vorausetzung; und dieses 
ist das eilfte Euclidische Axiom. 

Die Schwierigkeit der Vorstellung liegt darin, dafs die Summe 
der drei Winkel #?DA, ACB und BEG nur gleich zwei Rechten geachtet 
wird, obgleich die Winkel, aufser dem Raume an der einen Seite der ge- 
raden Linie FG, noch den begrenzten Raum DCE füllen; aber die Schwie- 
rigkeit ist nur scheinbar; denn eines Theils ändert offenbar der begrenzte 
Raum DCE an der Neigung der Linien AC und BC gegen einander wie 
schon gesagt nichts, andern Theils werden ja auch ohne Bedenken Win- 
kel gleich geachtet, wenn ihre Räume sogar um einen unbegrenzten 
Raum verschieden sind, wie z. B. die Winkel 4DF und HEF, deren Räume 
um den Parallelraum ADEF' verschieden sind. 

Dafs die Summe der drei Winkel in einem beliebigen ebenen 
Dreiecke gleich zwei Rechten ist, folgt auf diese Weise unmittelbar; denn 
da ADF+ACB-+BEG gleich zwei Rechten und 4DF=EDC, DUB=DCE 
und BEG = DEE ist, so ist auch in dem Dreieck DEC, EDC+ DCE+ DEC 
gleich zwei Rechten. 

Diese Theorie der Parallelen dürfte um so mehr zu berücksich- 
tigen sein, da das Resultat von der Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks, auf welches sie zunächst führt, das nemliche ıst, welches der auf 
ähnliche Weise sich ergebende Satz von der Summe der drei Winkel 
eines Kugel-Dreiecks giebt, wenn man den Halbmesser der Kugel un- 
endlich grofs annimmt, wodurch die Kugelfläche zur Ebene wird. Die 
Summe der drei Winkel eines Kugel-Dreiecks, die durch die Fläche der 
zugehörigen Kugel- Ausschnitte gemessen werden, ist nemlich bekanntlich 
sleich zweiRechten, oder gleich der halben Kugelfläche, plus der zwiefachen 
Fläche des Dreiecks. Nimmt man nun den Halbmesser der Kugel unendlich 
srofs, so verschwindet die Fläche des Dreiecks gegen die Kugelfläche und 
es folgt, dafs die Summe der drei Winkel des Dreiecks gleich zwei rech- 
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Einige Nachrichten von Büchern. 


Vor dem am Schlusse des vorigen Bandes dieses Journals erwähnten Werke des Herrn 
Professors C. G.J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen über die elliptischen Functionen 
ist nunmehr der ersie Theil erschienen, unter dem Titel: Fundamenta nova theoriae 
JSunctionum ellipticarum, auct. Dr. Carolo Gustavo Jacobo Jacobi, prof. ord. ın 
univ. regia Regimont. 1829. 4. IV, 185. Es beginnt darin die systematische Zusam- 
ınenstellung der die Theorie der elliptischen Functionen bildenden Sätze, mit Beziehung 
auf die dieselben betreffenden früheren schönen Arbeiten des Herrn Verfassers. Über 
den Werth des Inhalts dieser Schrift hat schon die Öffentliche Stimme und insbeson- 
dere des würdigen Legendre’s Urtheil entschieden. Die fernere Entwicklung des 
Gegenstandes dieses wichtigen Werkes will der Herr Verfasser die Güte haben, theil- 
weise dem gegenwärligen Journal zu überliefern. Diese Schrift des Herrn Jacobi 
gehört unstreitig zu den bedeutendsten mathematischen Productionen in Deutschland 
ueuerer Zeit. 

Auch die im vorigen Jahre erwähnten zwei Supplemente Legendre 's zur 
zweiten Auflage seiner Exercices du calcul integral sind erschienen, und berücksichtigen 
die Arbeiten von Jacobi und Abel über die elliplischen Functionen. 

Einen Theil der im vorigen Jahre angekündigten Arbeit von Abel über die 
elliptischen Functionen findet, ıman in dem vorigen und gegenwärtigen Hefte dieses Jour- 
nals. Leider ist der Verfasser, der, so jung noch, schon so grofse Hoffnungen gab, und 
dem schon jetzt die Wissenschaft wesentliche Erweiterungen verdankt, durch den Tod 
abgerufen worden. (Man sehe den Necrolog hier unten. ) 

Nürzlich hat Herr Plana zu Turin Bemerkungen über die elliptischen Fune- 
tionen herausgesehben, deren Zweck vorzüglich ist, die von Herrn Jacobi in den 
astronomischen Nachrichten von Schumacher mitgetheilten allgemeinen Sätze ele- 
mentar zu entwickeln, 

Die Annales des Mathematiques, von Herrn Gergonne, und das Bulletin uni- 
versel des sciences des Herım Baron von F&russac haben erfreulichen Fortgang und 
behaupten ihren alten Werth. 

Auch von den Ewercices des mathÖmatiques des Herrn Cauchy sind mehrere 
neue Hefie erschienen. | 

Von der „Wiener Zeitschrift für Physik und Mathematik, heraus- 
gereben von A. Baumgärtner und A. v. Ettinghausen” sind bereits 5 Bände 
erschienen, jeder zu 4Heften und jedes Heft 8 bis 9 Bogen stark. Der grölsere Theil 
dieses Werkes ist der Physik gewidmet. Jedoch enthält auch der mathematische Theil 
interessante Abhandlungen und Aufsätze. Dieses Journal wird unstreitig auch seiner- 
seits zur Verbreitung des Studiums der Mathematik wirksam beitragen. 

Von einem anderen neuen, auch der Mathematik gewidmeten Journal, welches 
zu Brüssel unter dem Titel: „‚Correspondance mathlmatique et physique” herauskommt, 
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sind bis jetzt 4 Bände erschienen, jeder zu 6 Heften, jedes zu 3 bis 4 Bogen, und vom 
5ten Bande 2 Hefte. Die ersten beiden Bände sind von den Herren J. G. Garnier 
und A. Quetelet gemeinschaftlich, die folgenden Bände vom Herrn A. Quetelet 
allein redigirt. Die Gegenstände dieser Schrift sind zieinlich mannigfaltig. Sie be- 
schäftigt sich mit der reinen und angewandten Mathematik, mit der Astronomie, Phy- 
sik, Meteorologie, Statistik, practischen Mechanik und theilweise mit der Technologie. 
Sie giebt Beiträge zur Geschichte dieser Wissenschaften, Nachrichten von den Arbei- 
ten der Gelehrten in denselben, von den Preis- Aufgaben der Academieen und den dar- 
auf erfolgten Preisschriften, besonders in Belgien und Frankreich, von wichtigen Bü- 
chern und Ereignissen, die für ihre Gegenstände Interesse haben. Sie stellt Auf- 
gaben und giebt die eingegangenen Auflösungen. Die mathematischen Arbeiten 
möchten ziemlich den grölseren Theil des Tkaumes dieses Werkes einnehmen. Sie 
scheinen vorzüglich die weitere Verbreitung mathematischer Kenntnisse und Erörte- 
rungen über dieselben zum Gegenstande zu haben. Nur ein Theil davon beschäftigt 
sich ınit der sogenannten höheren Mathematik und der weiteren Entwickluug dersel- 
ben, der gröfsere Theil mit weiterer Ausbildung und Vervollkommnung schon allge- 
meiner verbreiteter mathematischer Kenntnisse. Gerade dieser Zweck aber dürfte recht 
nützlich und verdienstlich sein; denn es ist gewils eben so wichtig, und es thut fast’ 
sogar mehr Noth das Vorhandene zu vervollkommnen und weiter zu verbreiten, als 
serade Neues zu entdecken. Auch der mathematische Inhalt dieses Werkes ist also 
von bedeutenden Interesse. Die historischen und anderen Nachrichten sind schätzbar, 
und daher dürfte auch dieses Unternehmen als recht wichtig für die Verbreitung nütz- 
licher Kenntnisse zu erachten und ihm der beste Fortgang zu wünschen sein. 


Druckfehler. 


Im zweiten Hefte dieses Bandes Seite 166. Zeile 4. und 5. von oben ist statt „pourvu.... . infinies” 
zu lesen „pourvu toutefois que les valeurs de f(g+.) et de f(h+:) füssent toujours suppo- 
sees et determinees.' 
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Necrologe. 


M.. Niels Henrik Abel, Norvegien, qui a fait voir un talent si extraordinaire pour 
les matli@matiques et qui, quoique tres jeune encore, s’est deja si eminemment distin- 
gu& dans cette science, est mort ü la fleur de son äge le 6. Avril 1829 a Frolands- 
Vark pres d’Arendal en Norvege, oü il s’etoit rendu de Christiania, son sejour 
ordinaire, pour faire une visite A ses parens. 

Mr. Abel naquit le 25. Aotıt 1802 aFrindoe, sur la cöte occidentale de Chri- 
stiansandstifft en Norvege. Il n’a donc pas meme atteint sa 27"* annee. Son 
pere &toit ministre protestant de village. En 1803 sa famille fut transierce a Gierre- 
stadt, paroisse voisine, ou son pere lui donna la premiere Education, jusqu’en 1815, 
ou Mr. N, H. Abel entra dans l’&cole cathedrale de Christiania. Il ne se distinguoit 
nulleınent dans les premieres annees. Mais en 1818, a l’age de 16 ans, ses talens 
pour les math@matiques comınencerent subitement ü se developper. Il se fit beaucoup 
reimarquer parmi ses condisciples et fit de progres si rapides, qu’on reconnut bientöt 
son genie. Mr. Holmboe, alors professeur cette &cole, lui donna des legons en par- 
tieulier. Ayant rapideinent pass@ les &l&mens, on lui fit parcourir I’Introduction et les 
Institutions du caleul difl, et int@gr. d’Euler. Des-lors il commenca A marcher seul. 
I1 Etudia les ouvrages de Lacroix, Francoeur, Poisson, Gaufs et surtout ceux 
de Lagrange, et fit lui-m&me quelques essais. Sorti de l’&cole cathedrale, il entra 
dans l’universit® de Christiania. Denu® de fortune, et son pere etant mort, il 
avoit eu les lecons de l’&cole gratis, et il jouit a l’universit® d’une bourse et de secours 
des professeurs pendant les deux premieres annees. Les deux anndes suivantes le 
gouvernement lui accorda un secours extraordinaire. Il poursuivit sa carriere avec ar- 
deur. Dans cette &poque il composa plusieurs m@moires, qui ont ete imprimes dans 
un journal de Christiania qui a pour titre: „Alagazin für die Naturwissenschaften.” 
Le premier de ces m&moires a &t& imprime en 1820 sous le titre: „Allgemeine _Me- 
thode, Functionen einer variablen Gröfse zu finden, wenn eine Eigenschaft dieser Func- 
tionen durch eine Gleichung zwischen zwei Variabeln ausgedrückt ist.” Il s’occupa du 
probleme de la resolution algebrique des &quations du 5"* degre. Une fois il crut en 
avoir trouv& la solution, mais ayant remarque son erreur, il se proposa, ou de la corri- 
ger, ou de d&inontrer l’impossibilitö de la resolution generale des equations sup£rieures. 
11 reussit dans cette derniere täche et fit imprimer sa demonstration en 1824 ü Chri- 
stiania, en francois. S’etant extraordinairement distingu& dans ses etudes, le gouver- 
nement lui accorda, sur la recommendation des Mrs. les professeurs Rasınusen et 
Hansteen, les frais de voyage pour continuer ses €tudes en Allemagne, en Italie 
et en France pendant deux ans. Son plan primitif etoit d’aller directement a Paris, 
mais il le changea et partit pour Berlin, en s’associant ä quelques amis etudians en 
d’autres sciences *). 

II arriva & Berlin dans l’ete de 1825. Il y resta six mois, pendant lesquels je 
fis sa connoissance et le vis tous les jours. D’ici il se rendit par Vienne. Venise, Mi- 
lan et Turin i Paris, ol il fit un sjour de 10 mois. Il revient ä Berlin et de la a 
Christianin, apr®s une absence de 20 mois. 


*%) Ces notices sur la jennesse et les premieres etudes deMr. Abel mi’ont ete fuurnies par Mr. 
le professeur Ilom!bo6, nomm& ci- dessus. 
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Ä En arvivant ä Berlin pour la premiere fois, il avoit) deja beaucoup travaille, 
mais sans avoir encore rien publi& d’important, excepte son memoire, en forıne de dis- 
'sertation, sur l’impossibilite de la resolution generale des Equations algebriques supe- 
rieures. Ce memoire est le m&me qui a &te insere dans le premier tome du present 
Journal, mais refondu par son auteur pendant son sejour A Berlin. J’avois deja depuis 
longtems congu le projet du present journal, mais ce qui me decida ü le mettre en 
execulion, ce fut surtout l’importance des nombreux memoires dejü pr@par&s par Mr. 
Abel, qui consentit A& leur publication, et celle des ouvrages de Mr. Steiner, de- 
uis zele et tres distingue collaborateur pour les premiers tomes qui ont paru de ce 
journal. C’est ainsi en partie ä Mr. Abel qu’il doit son existence. ll en est reste 
jusqu’a sa fin un des collaborateurs les plus assidus et les plus fideles. 

Les ımemoires dont il a enrichi ce journal, et quelques autres tres importans, 
inseres dans le journal d’astronomie de Mr. Schumacher, ainsi que ceux qu’il a 

resentes A l’acadeınie royale de Paris, prouvent que ce jeune geoimetre &toit doue 
d’un talent vraiıment superieur, et que la perte, que les math&matiques viennent d’eprou- 
ver par sa mort, est Ines grande et d’autant plus deplorable qu’il commengoit a peine 
sa carriere. 

Tous les travaux de Mr. Abel portent l’empreinte d’une sagacit@ et d’une force 
de tete extraordinaire et souvent vraiment etonnante, meme sans considerer la jeunesse 
de Y’auteur. Il penetroit, pour ainsi dire, souvent jusqu’au fond des choses, avec une 
force qui sembloit irrösistible, les saisissoit avec une nergie si extraordinaire, il les 

renoit de si haut et s’elevoit tellement au dessus de leur &tat actuel, que les difficul- 
tes sembloient s’evanouir devant la puissance victorieuse de son genie. Si l’on se 
rappele ce memoire inser® dans le premier tome de ce journal sur limpossiblit® de 
resoudre algebriquement les &equations de degres superieurs au qualrieme, ses travaux 
sür les fonctions elliptiques, son m&moire sur quelques proprictes genÖrales d’une certaine 
sorte de fonctions transcendentes (tome III.) etc., tous ouvrages par lesquels il a eflecti- 
vement recul& les bornes de l’analyse: on trouvera que nous n’en avons pas trop dit. 
Aussi les talens extraordinaires de Mr. Abel ont ils et reconnus generalement 
dans les derniers tems, et certes, s’il eüt &i@ contemporain de Newton, celui-ci au- 
roit dit de lui ce qu’il disoit de Cotes: „‚s’il avoit vecu plus longteıms, nous aurions 
pu apprendre encore beaucoup de lui.” Les gtometres les plus distingues de notre 
tems, parmi lesquels il sufflit de nommer Sir. Legendre, ce digne vwÖteran, auteur 
de la theorie des fonctions elliptiques, ont appröci@ egalement Mr. Abel, en s’hono- 
rant par li aulant eux m&mes «que leur jeune prot£ge. 

Il est remarquable queMr. Abel et Mir. Jacobi de Königsberg, cet autre 
jeune geomeire d’un talent extraordinaire, ont toujours march“ «galement et 
de front dans leurs recherches sur les fonctions elliptiques, sans cependant se con- 
noitre l’un l’autre non plus que leurs travaux, et sans se rencontrer ni se toucher dans 


leur route. 

Mr. Abel, de retour dans sa patrie, n’y trouva pas d’abord un emploi conve- 
nable: ce ne fut que peu de tems avant sa mort qu’il jouit d’appointemens fixes. En 
1527 on le nomma membre de la societ# royale des sciences \ Drontheim. Mais 
aussitöt que la reputation de son talent et de ses merites dans les mathematiques eu- 
rent perce, on vit les hommes qui aiınent les sciences et qui sont a m&me de les pro- 
teger, s’interesser a son sort. Le gouvernement prussien, attentif A tout ce qui peut 
faire prosperer les connoissances utiles, et avancer les sciences, songeoit A atlirer Mr. 
Abel ä son service, dans le cas oü celwi-ei Vaurait desire. En meme tems plu- 
sieurs membres de l’acadeimie royale des sciences de Paris s’adresserent au Roi de 
Suede, pour P’engager ü appeler Stockholm, pres de l’acad“mie, cet homme distingue. 
Le gouvernement de Prusse ex£cuta le premier le projet d’ameliorer le sort de Mr, 
Abel. J’avois ete charge de m’Instruire W’avance si Wr. Abel accepteroit une 
place a Berlin, dans le cas oü elle lui seroit olerte; et sur sa r&ponse allirıa= 
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üve, Monseigneur le ministre du culte et de l’instruction publique ü Berlin avoit re- 
zoly de lui envoyer une invitation honorable. J’avois l’ordre d’ecrire au jeune 
»eometre prealablement, que cette invitation £toit prete A, partir. J’executa cet ordre 
ı UYheure m&me. Mais malheureusement il £toit dejüa trop tard. La lettre arriva peu 
Je jours apres sa mort. Un travail infatigable, joint aux soucis que lui avoit longtems 
lonnes lincertitude de son avenir, avoient mine sa sante delicate; il etoit tombe ma- 
lade a la campagne oü il se trouvoit alors; son indisposition tourna en une pulmonie, 
jui degenera en phtisie et lui coüta la vie. J’en regus la nouvelle presque le m&me 
‚our oü linvitation faite ü Mr. Abel venoit d’etre expediee. J’en fis mon rapport. 
Le digne ministre, qui prolege et fait prosperer les sciences dans notre pays avec un 
zele et une ardeur au dessus de tout Eloge, exprima ses vifs regrets 2 cette perte 
prematuree, en m’ecrivant „qu’il avoit eu effectivement le dessein d’appeler Mr. Abel 
„.ı Berlin, pour lui ouyrir une carriere honorable pres de l’universite, en lui accordant 
‚des appointemens convenables et ses frais de voyage; qu’il regrettoit d’autant plus 
„„de voir son dessein Echou&, qu’il avoit vivement desire l’admission de Mr. Abel au 
‚service de Prusse, a cause des grandes esperances que ses rares talens avoient 
„deja donne£es.” 

Mais ce ne sont pas les grands talens seuls de Mr. Abel qui le rendoient si 
respectable et qui feront toujours regretter sa perte. Il £toit egalement distingue par 
la purei& et la noblesse de son caractere, et par une rare modestie qui le rendoit aussi 
aimable, que son genie Ötoit extraordinaire. La jalousie du m£rite d’autrui lui etoit 
tout fait &trangere. Il Etoit bien @loign& de cette avidit& d’argent ou de titres, ou 
meine de renommm£e, qui porte souvent ü abuser de la science en en faisant un moyen 
de parvenir. I! apprecioit trop bien la valeur des verites sublimes qu’il cherchoit, 
pour les meltre a un prix si bas. Il trouyoit la recompense de ses eflorts dans leur 
rösultat m&eme. Jl se rejouissoit presque @galement d’une nouvelle decouverte, soit 
yu’elle ent &te faite par lui ou par un autre. Les moyens de se faire valoir lui &toient 


| inconnus; il ne faisoit rien pour lui-m&me, mais tout pour sa science cherie. Tout 


ce qui a te fait pour lui, provient uniquement de ses anis, sans la moindre coopera- 
tion de sa part. Peut-etre une telle insouciance est-elle un peu deplacke dans le 
ınonde. Il a sacrifie sa vie pour la science, sans songer i sa propre conservation. 
Nais personne ne dira qu’un tel sacrifice soit moins digne et moins genereux que ce- 
lui qu’on fait pour tout autre grand et noble objet, et auquel on n’hesite pas d’accor- 
der les plus grands honneurs. Gloire donc & la m&moire de cet homme £galement 
distingu® par les talens les plus exiraordinaires et par la purei& de son caraciere, d’un 
de ces “tres rares, que la nature produit ü peine une fois dans un siecle! 


Berlin le 20. Juin 1829, 
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